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Abstrakt

Tato prace shrnuje zakladni matematické postupy pouzivané v geodézii pti popisu
tthového pole Zemé¢. Matematické modely jsou diskutovany nejprve obecné za
ptedpokladu idedlnich vstupnich dat, pozdéji na pozadi dostupnych tihovych dat. Prace se
zaméiuje pfedevSim na popis globélni slozky tihového pole Zemé metodou spektralniho
rozkladu a na fesSeni rezidudlni slozky tithového pole pomoci hrani¢nich integrald. Jsou zde
popsany nékteré problémy, které se vyskytuji ptfi feSeni tithového pole Zemé a jeho
zakladni hladinové plochy — geoidu. Prace popisuje také dostupna tihova data, moznosti

jejich méfeni (gravimetrie, gradiometrie) a klady a zapory jednotlivych typti méteni.
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Stokesovy koeficienty, gravimetrie, gradiometrie, Abel-Poissonliv integral, Greenlv

integral, Hotinova funkce, Stokesova funkce, Molodénského uloha



Abstract

This thesis describes basic mathematical methods used in geodesy for description
of the Earth's gravity field. Mathematical models are first discussed generally for ideal
input data, then on the background of available gravity data. The thesis deals especially
with description of the global part of the gravity field by methods of spectral
decomposition and with solution of the residual part of the gravity field by boundary
integral equations. Basic problems in the solution of the gravity field parametres and of the
geoid are described in this thesis. Available gravity data, their observation techniques
(gravimetry, gradiometry) and advantages/disadvantages of particular data types are also

discussed.
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Prehled zkratek a pouzitého znaceni

W ... potencial tthového pole Zemée (skutecny tihovy potencial)
Wy ... gravitaéni slozka skutecného tithového potencialu
W. ... odstfediva slozka skutecného tihového potencialu
Wy=konst. ... skutecny tihovy potencial na geoidu
U ... potencial tihového pole referencniho elipsoidu (normalni tithovy potencial)
Uy ... gravitacni sloZka normélniho tithového potencialu
U, ... odstfediva slozka norméalniho tihového potencidlu
T ... poruchovy tihovy potencial
g ... skute¢né tihové zrychleni (intenzita tthového pole Zem¢)

y ... normalni tihové zrychleni (intenzita tthového pole referen¢niho elipsoidu)

HC ... ortometricka vyska

H" ... normélni (Molodénského) vyska

h ... elipsoidalni (geodeticka) vyska

¢ ... vyskova anomalie

N ... geoidalni vyska (téz oznaceni pticného poloméru kiivosti referencniho elipsoidu)
og ... tthova porucha

Ag ... tihova anomalie

©® ... tiZnicova odchylka

t ... lokdlni tiznice

N ... normala k referenénimu elipsoidu

r ... privodi¢ bodu (urcuje radialni smér)
R ... polomér ndhradni koule

GM ... geocentricka gravitani konstanta
G ... univerzalni gravitacni konstanta

J> ... zondlni Stokestiv koeficient

@ ... uhlova rychlost rotace Zemé
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p ... hustota daného télesa (predevsim Zem¢)
v ... sféricka vzdalenost dvou bodu

a ... hlavni poloosa referen¢niho elipsoidu

b ... vedlejsi poloosa referencniho elipsoidu

f ... zplosténi referencniho elipsoidu

e ... prvni numericka vystiednost referencniho elipsoidu
.. sféricka délka; geodeticka délka; geocentricka délka
.. polové vzdalenost

A.
0 .
@ ... geodeticka Sitka
@ ... redukovana Sirka

E ... linearni excentricita

A

m> By -+ Stokesovy koeficienty
Ju ... koeficienty ve sférické harmonické fad¢ popisujici normalni gravitani potencial

P ... Legendreiiv polynom prvniho druhu
O, ... Legendreliv polynom druhého druhu

P ... pridruzend Legendreova funkce prvniho druhu

n,m

0, --- piidruZzena Legendreova funkce druhého druhu

K ... integracni jadro (obecna Greenova funkce)

H ... Hotinova sféricka funkce

S ... Stokesova sféricka funkce (téZ oznaceni plochy)

Q ... prostorovy thel

M ... mnoZina, oblast (t¢Z oznac¢eni meridianového poloméru kiivosti referencniho
elipsoidu)

Y ... kovarian¢ni matice

o’ ... stiedni kvadratické chyba (variance)

Poznamka: V textu jsou vektory psany malym pismem, tucné a kurzivou (vektor r), matice

jsou psany velkym pismem a tuéné (matice A).
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1 Uvod

1 Uvod

Popis tihového pole Zemé a piesné urceni jeho konkrétni hladinové plochy (geoidu,
popi. kvazigeoidu) jsou vyznamnymi ukoly soucasné geodézie. Pro geodézii je tihové pole
Zemé¢ dulezité predevsim v teorii vysek. Znalost geoidu umozni napt. urceni ortometrické
(nadmoftské) vysky bodu, které byly zaméteny aparaturou GPS (Global Positioning System
- Globalni Polohové Systémy). Tihové pole Ize ale vyuZit také v jinych oblastech, napf. pfi
vyhledavani a priizkumu lozisek nerostnych surovin a popisu slapovych pohybli zemské
kiry. Cilem této prace je shrnuti vybranych matematickych postupti pouzivanych
v geodézii pii popisu tihového pole Zemé.

V uvodni kapitole jsou definovany nékteré zékladni pojmy (soufadnicové systémy,
geodetické vysky apod.). PredevSim je zde ale popsdn geodeticky referencni systém
GRS 80, ktery definuje mezinarodni referencni elipsoid a jeho normalni tihové pole. Druha
kapitola se nejdiive vénuje popisu tihového pole Zemé a jeho vlastnostem, z nichz vychazi
feSeni nizkofrekvencni sloZzky gravita¢niho potencidlu metodou spektralniho rozkladu.
Dale obsahuje popis tithového pole referen¢niho elipsoidu. V posledni ¢asti druhé kapitoly
jsou uvedeny veli¢iny charakterizujici poruchové tihové pole, které popisuje rozdil
skutecného a norméalniho tihového pole.

Tteti kapitola se zabyva daty, kterd je mozné méfit. Uvadi vyhody a nevyhody
tihovych dat ziskanych pomoci jednotlivych typi gravimetrie a stru¢né popisuje takeé
gradiometrii. Ctvrtd kapitola popisuje matematické modely vyuzivané pii feSeni
vysokofrekvencni slozky tihového pole. Modely jsou diskutovany nejprve obecné za
pfedpokladu idedlnich vstupnich dat, pozdéji v kontextu dostupnych tihovych dat.
Nedokonalé vstupni data vedou k Uipravam matematickych modeld, které tak vedou pouze
k ptibliznym feSenim.

Tato prace se zamétuje predevsSim na feSeni vysokofrekvencni slozky tithového pole
pomoci hrani¢nich integrald. Vychazi se z okrajovych tuloh pro poruchovy tihovy
potencidl. Okrajové podminky jsou ddny hodnotami, které je mozné odvodit z méfeni -
tthovou poruchou nebo tihovou anomalii. Kromé téchto metod vedoucich k urceni geoidu
je zde také uvedena Molodénského metoda, kterda vede k tfeSeni kvazigeoidu. V zavéru

préce je diskutovan vliv métickych chyb na ur€ované hodnoty.
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2 Zeme

2 Zemeé

Zemé je téleso udrzované ve svém tvaru silou tize. Zem¢ kolem sebe vytvaii tihové
pole, jehoz zékladnimi charakteristikami jsou intenzita tihového pole (tihové zrychleni Q) a
tthovy potencial W.

Tihové zrychleni g ziskdme vektorovym soultem gravitacniho zrychleni ag a
odstredivého zrychleni ac - viz obr. 2-1. Vektor gravita¢niho zrychleni ag smétuje priblizné
rozmisténim hmot zemského télesa. Odstiedivé zrychleni a. zplsobené rotaci Zemé
sméfuje od osy rotace Zemée ve smeru kolmém k této ose, jeho vektor je tedy rovnobézny

s rovinou rovniku. Primérnéd velikost vektoru tihového zrychleni na Zemi ma hodnotu

9,806 65 ms . Maximalnich hodnot dosahuje v oblasti polii (vzhledek k nulovému

odstfedivému zrychleni a zplosténi Zemé na poélech), minimalnich hodnot na rovniku.

Icsa rotace

E.

... sttedni polomér Zemé

Obrazek 2-1: Slozky vektoru intenzity tihového pole (obrazek je schematicky - ve skutecnosti gravitacni

™

Tihovy potencial (potencial tihového pole) v daném bod€ je umérny praci
v kinematickém smyslu pottebné k pteneseni télesa o jednotkové hmotnosti z tohoto bodu
do nekonecna. Lze jej definovat jako potencidlni energii télesa o hmotnosti 1 kg, oviem se
znaménkem minus. Jednotkou je m’s™. Plochy s konstantnim potencialem tvoii hladinové

(ekvipotencialni) plochy, které jsou koncentrické okolo Zemé. Hladinovd plocha
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2 Zeme

s potencidlem W, kterd aproximuje stfedni hladinu zemskych ocednti, se nazyva geoid.
Urceni hodnoty W, je jednou z otazek geodézie, kterd v této praci neni dale diskutovana.

Piedpoklada se, Ze hodnota W, je zndma.

2.1 Referenc¢ni plochy

Zakladni hladinovou plochou skute¢ného tihového pole Zemé je geoid, ktery je
v Molodénského teorii nahrazen kvazigeoidem. Obé¢ tyto plochy jsou fyzikalni aproximaci
zemského povrchu. Vysky bodl na zemském povrchu vztahujici se ke geoidu
(ortometrické vysky) a ke kvazigeoidu (normalni vySky) jsou tudiz ovlivnény ucinky
tihového pole Zem¢.

Geoid (Gauss 1828; Listing 1873) je spojitd, hladkd a konvexni plocha, ktera
nejlépe odpovidd neruSené stiedni hladin€ svétovych moti protazené i pod kontinenty.
Tento tvar by méla Zemé, pokud by byl jeji povrch pokryt pouze ocednem a zanedbaly by
se vlivy okolniho prostiedi (atmosféricky tlak, okolni teplota, ...) a nehomogennosti oceanu
(rizné teplota vody, slanost, proudéni, ...). Geoid je ve vSech bodech kolmy na smér tize,
matematické vyjadieni této nepravidelné plochy je tedy velmi slozité. Je vSak znacné
hladsi plochou nez topografie. Zatimco odchylky zemského povrchu od geoidu se pohybuji
v rozmezi ptiblizn€ - 11 000 m (Maridnsky ptikop) az + 9 000 m (Mount Everest), geoid se
odchyluje od referen¢niho elipsoidu maximaln€ o hodnoty + 150 m.

Kvazigeoid (Molodénskij 1945) je referencni plocha pro normdlni (Molodénského)
vysky, které se mimo jiné pouzivaji v Baltském vyskovém systému po vyrovnani (Bpv).
Tento systém byl v roce 1957 zaveden v tehdejsim Ceskoslovensku a v Ceské republice se
pouziva dodnes. Kvazigeoid neni hladinovou plochou, ale jeho odchylky od geoidu
dosahuji hodnot maximalné 1,5 m. Ptes oblasti své€tovych ocednt jsou geoid a kvazigeoid
totozné plochy, li$i se pouze pod kontinenty.

Pti feSeni uloh spojenych s uréenim tvaru zemského povrchu a popisem tihového
pole je nékdy nutné nahradit tvar Zemé plochou, kterd by byla hladSi nez geoid
(kvazigeoid) a kterd by se dala vyuzit pfi matematickém zpracovani feSeni daného

problému. Mezi nejcastéji vyuzivané plochy patii referen¢ni elipsoid a stiedni koule. Tyto
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2 Zeme

plochy nejsou fyzikalni aproximaci Zemé&. Vysky, které jsou k nim vztazeny, nejsou
ovlivnény tihovym polem Zem¢.

Referencni elipsoid je geocentricky rotacni elipsoid, jehoz parametry jsou voleny
tak, aby co nejlépe aproximoval geoid, tj. aby minimalizovaly integral

i N*dS 2.1
rg}fnqzﬁ , (2.1)

kde N je prevySeni geoidu nad referen¢nim elipsoidem (geoidalni vyska), S je plocha
elipsoidu a dS je element této plochy. Integral v rovnici (2.1) urcuje dva ze zakladnich
parametra referencniho elipsoidu - hlavni poloosu a a zplosténi elipsoidu f. Dalsi zakladni
parametry elipsoidu jsou vedlejsi poloosa b a prvni numerickd vystfednost e. Referencni

elipsoid je zpravidla definovan pomoci jedné znéasledujicich kombinaci zakladnich

parametri - (a,e), (a,f). Hlavni poloosa a udava rozmér elipsoidu, druhy bezrozmérny

parametr v kombinacich udava jeho tvar (miru zplosténi). Castéji se vyuziva kombinace

parametrQ (a, f ) Pomoci vztahii (2.2) a (2.3) lze ze dvou parametri dopocitat zbylé dva

(Moritz 1984):

2 2
2 (l—b
e = 3 ,
a

(2.2)

b

a

f=

—. (2.3)
a

Aproximace geoidu muze byt globalni (napf. mezinarodni referencni elipsoid GRS
80 — Geodetic Reference System 1980, viz kap. 2.3, uzivany také pro popis tihového pole
Zemg¢, ¢i referencni elipsoid World Geodetic System WGS-84 definovany pro potieby
GPS) nebo lokalni. Pfi feSeni tithového pole Zemé se pouZiva pouze globalni referencni
elipsoid. Prestoze je povrch referenéniho elipsoidu pomérné hladkd plocha, kterou lze
matematicky popsat, jsou na ném vypocty stale velmi slozité. Pro zjednoduseni vypocti se
elipsoid n¢kdy dale nahrazuje stfedni kouli. Tim sice dochéazi ke snizeni piesnosti feSeni
(odchylky koule od geoidu dosahuji hodnot az + 10 km), vypocty na kouli jsou vSak
mnohem jednodussi. Existuje nékolik moznosti, jak volit polomér stiedni koule v pfipade,
ze koule nahrazuje referencni elipsoid globalné (Moritz 1984):

- objem koule je roven objemu elipsoidu, tedy plati

fnR;j = imzzb, (2.4)
3 3
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z toho
R =Rla’b; (2.5)
- polomér koule je roven aritmetickému priméru poloos elipsoidu

R = 2"3”’ . (2.6)

Pokud by méla koule nahrazovat pouze ¢ast elipsoidu, voli se zpravidla polomér

R =

m

\/M—N— a\/1—62

= 2.7
1-€’sin’ @ @7

7w

kde M je meridianovy polomér kiivosti referen¢niho elipsoidu, N je jeho pficny polomér
ktivosti, a je hlavni poloosa referen¢niho elipsoidu, e prvni numerickd vysttednost a ¢ je

geodeticka Sitka mista dotyku referencniho elipsoidu a stfedni koule.

2.2 Souradnicové systémy

Nejen v teorii tthového pole je nutné presné lokalizovat mista, ve kterych probehlo
méteni. Proto je velmi dilezitd volba soufadnicového systému. Pii feSeni parametrii
tihového pole, které rotuje se Zemi, je vyhodné pouzit geocentricky systém, ktery takeé

rotuje se Zemi. Proto s vyuziva predevsim geocentricky zemsky systém.

2.2.1 Geocentricky zemsky souradnicovy systém

Geocentricky soufadnicovy systém je ortogonalni systém rotujici se Zemi. Lze jej
definovat pomoci sedmi parametri:
- tfi parametry pro urceni pocatku
- tfi parametry pro urceni orientace soufadnicovych os
- jeden parametr pro uréeni méfitka soutadnicovych os'

Vv v

(Greenwich) v rovin€ rovniku, osa z je identicka se stiedni rota¢ni osou Zemé pro dané

'V trojrozmérném prostoru je obecné nutna znalost metrického tenzoru, ktery uréuje méfitka na viech tiech
soufadnicovych osach a orientaci os. V tomto specialnim piipadé¢, kdy je na vSech navzajem kolmych osach
méfitko stejné, staci k uréeni systému pouze jeden parametr.
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2 Zeme

obdobi a osa y je definovana tak, aby vysledna soustava byla pravothld (rovina xy je
rovinou rovniku) a pravotociva.

Tento model geocentrického soutadnicového systému nezohlednuje fakt, Ze Zemé
se stidle deformuje (vlivem pohybu zemskych desek, zemskych slapti apod.). Pro
deformujici se Zemi prochazi osa x sttednim nultym polednikem pro obdobi 1900-1906 a
osa z je stfedni osa rotace Zemé¢ pro totéz obdobi. Geocentricky soufadnicovy systém pro
deformujici se Zemi je kazdy rok nové definovan na zakladé meéteni technologiemi
kosmické geodézie: VLBI (Very Long Baseline Interferometry), SLR (Satellite Laser
Ranging), LLR (Lunar Laser Ranging), GPS (Global Positioning System).

Referen¢ni soufadnicovy systém je realizovan referencnim ramcem. Referencni
ramec je katalog soutadnic globalni sité stanic, které¢ implicitné definuji pocatek, orientaci
os a mefitko ramce. Poloha stanic je urena s centimetrovou piesnosti, vysledné souradnice
jsou vsak ovliviiovany decimetrovymi periodickymi pohyby stanic. Pro geocentricky
soufadnicovy systém existuje ramec ITRF (International Terrestrial Reference Frame —
Mezinarodni zemsky referenéni rdmec), ktery je kazdorocn€ publikovan IERS

(International Earth Rotation Service — Mezinarodni sluzba rotace Zemg).

2.2.2 Geocentricky geodeticky souradnicovy systém

Geocentricky geodeticky systém je spojen s referencnim elipsoidem. Tim se 1isi od
geocentrického zemského systému, jehoz osy jsou definovany tak, aby mély fyzikalni
smysl. Pocatek geodetického systému je umistén ve stfedu elipsoidu. Osa x opét prochazi
sttednim nultym polednikem (Greenwich), osa z je urcena rotaéni osou elipsoidu a osa y je
definovana tak, aby vysledna soustava byla opét pravouhla a pravotociva. V geocentrickém
geodetickém systému jsou realizovana méfeni GPS.

Referencéni geodeticky systém je dnes realizovan systémem GRS 80, jehoz

parametry jsou odvozeny z méfeni na globalni siti satelitnich stanic.
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2.2.3 Typy souradnic

Ve vySe uvedenych soufadnicovych systémech je mozné pouzit pravouhlé
(kartézské) soufadnice (x,y,z) nebo kiivocaré soufadnice. Vzhledem k referenénim
plocham pouzivanym pii feSeni tthového pole je nékdy vyhodnéjsi pouziti kiivocarych
soufadnic, specidln¢ sférickych (H,E,r) nebo tzv. Jacobiho elipsoidalnich soutadnic
(¢, A,u). Gaussovy elipsoidalni soufadnice (¢,A4,h) nejsou v teorii potencialu piilis

praktické?, v této praci jsou ale zminény, protoZe se vyuzivaji pii méfeni pomoci GPS.

Pravouhlé (kartézské) soutadnice’

Pravouhlé souradnice jsou urCeny priseCiky os s danym télesem, napf. stfedni
kouli. Kazdy bod na této referencni plose lze povazovat za koncovy bod vektoru r, ktery
je umistén v pocatku soutadnicového systému (pravodi¢ bodu). Poloha bodu je uréena jako
linearni kombinace jednotkovych vektori i, j, k leZicich postupné v osach x, y, z:

r=xi+yj+zk. (2.8)

Koeficienty x, y, z jsou pravouhlé soufadnice dané¢ho bodu.

Obrazek 2-2: Kartézské souradnice

* Gaussovy soufadnice jsou dvouparametrické elipsoidalni soufadnice, které jsou piili§ komplikované pro
feSeni nékterych uloh. Nelze v nich napiiklad provést separaci proménnych pii feSeni Laplaceovy
diferencialni rovnice.

3 Soutadnice jsou pojmenovéany po francouzském matematikovi a filozofovi René Descartovi (1596-1650).
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Sférické souradnice

Poloha bodu je dana délkou privodi¢e bodu r a thly 8,4 . Pro délku r privodice

bodu plati vztah r=|r

, kde r je vektor definovany v rovnici (2.8). Polova vzdalenost € je

uhel mezi privodiCem r a osou z, sférickd délka A je uhel mezi osou x a primétem

pravodi&e 7 do roviny xy (rovina rovniku). Uhly nabyvaji hodnot 6 e <0, 7r> , L€ <0, 27r).

Obrazek 2-3: Sférické souradnice

Ptevodni vztahy mezi pravothlymi a sférickymi soufadnicemi:

e pravouhlé soufadnice — sférické soufadnice:

F=Ax"+y>+2%,

A = arctan Y ,
X
2 2
X+ z
0= arctan—y =arccos—;
z r

o sférické soufadnice — pravouhlé soufadnice:
x=rsinfcosA,
y=rsinfsin i,

z=rcos0.
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Elipsoidélni soufadnice

Gaussovy elipsoidalni souradnice (geodetické soufadnice)

Gaussovy soufadnice (dvouparametrické) se vztahuji k rotaénimu elipsoidu. Bod je
urcen pomoci vySky nad elipsoidem 4, pfi€énym polomérem ktivosti N a pomoci uhlid ¢, A .
Geodeticka Sitka ¢ urcuje odchylku normaly elipsoidu v daném bodé od roviny Xy,
geodeticka délka A je (thel mezi osou x a primétem normaly elipsoidu do roviny xy. Uhly

nabyvaji hodnot ¢ € <—%,%> , A€ <0, 27[).

Ptevodni vztahy mezi pravothlymi a Gaussovymi soufadnicemi (Heiskanen a Moritz
1967):

e pravouhlé soufadnice — Gaussovy soufadnice (iteracni vztahy):

J = arctan 2 ,
X

2 2
p=NTTY N @2.11)

cCos @

z N Y
@ = arctan —(l—e2 j ,
,’x2+y2 N+h

kde e je prvni numericka vysttednost a N je pricny polomér kiivosti elipsoidu

a

N(p)=——x: (2.12)
e Gaussovy soutadnice — pravouhlé soutradnice:

x=(N+h)cospcos i,

y=(N+h)cospsin i, (2.13)

z:[N(l—e2)+h]sinqo.

Jacobiho elipsoidalni souradnice
Jacobiho soufadnice (jednoparametrické) jsou také vztazeny k rota¢nimu elipsoidu.

Bod je uréen vedlej$i poloosou u elipsoidu s linearni excentricitou E a thly ¢, 4. Uhel ¢

je redukovana Sitka daného bodu, A (geocentricka délka) je thel mezi osou x a primétem
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pruvodice do roviny xy. Ve specidlnim piipadé, kdy urCovany bod lezi na elipsoidu, je

vedlejdi poloosa u rovna velikosti vedlej§i poloosy b elipsoidu. Uhly obdobné jako

b

v predchozich ptipadech nabyvaji hodnot ¢ € <—Z £> , L€ <0, 27[).

Z 1 1
u+E
pomocny elipsoid
prochazejici
uréovanym

bodem

)

referencni elipsoid

Obrazek 2-4: Jacobiho elipsoidalni souradnice

Prevodni vztahy mezi pravothlymi a Jacobiho soufadnicemi (Bolling a Grafarend 2005):

e pravouhlé soufadnice — Jacobiho soufadnice:

los 5 2 \/1 2, 2, 2 2\? 225
u=|—=(x"+y +z —E° )+, =\x"+y +z°-E") +E°z° |,
3ot i osop)
zNu’ +E?
¢ = arctan| ——— |, (2.14)
u /x2+y2

A= arctanZ ,
X
kde E je linearni excentricita
E=A\a*-b*; (2.15)

¢ Jacobiho soutfadnice — pravouhlé soufadnice:
x=~u’+E* cosgcos,

y=~u’+E’cosgsin, (2.16)

z=using.
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2.3 Geodeticky referencni systém 1980 (GRS 80)

Systém GRS 80 (Moritz 1984), ktery je definovan organizaci IAG (International
Association of Geodesy — Mezinarodni geodeticka asociace), byl pfijat v prosinci 1979.
Nahradil geodeticky referencni systém 1967. Referencnim télesem se opé€t stal rotacni
hladinovy elipsoid* definovany pomoci étyf zékladnich konstant (Moritz 1984):

- hlavni poloosa elipsoidu a =6378137 m
- geocentricka gravitaéni konstanta (v&etn& atmosféry) GM =3986005x10° m’s™
- dynamicky faktor ur€ujici zplosténi Zemé (bez trvalych slapovych deformaci)

J,=108263x10"* (zondlni Stokestv koeficient 2. stupng)

- tGhlova rychlost rotace Zemé @ =7292115x10" s,

Hladinovy elipsoid je téleso, jehoz povrch je hladinové plocha normalniho tihového pole
s danou konstatni hodnotou potencialu U, . Konstanta U, je definovana vztahem

u,=w,, (2.17)
kde W, je hodnota skutecného tihového potencidlu na geoidu. Kolem tohoto elipsoidu
existuje tihové pole, které se nazyva normalni tthové pole a které popisuje tihovy potencial
U. Intenzita normalniho tihového pole ¥ (normalni tihové zrychleni) na povrchu elipsoidu
je popséana rovnici (Moritz 1984)

_ay, cos’ p+by, sin’ @

r=7(9) (2.18)

\/a2 cos’ p+b’sin’ ¢
kde konstanta y, oznaCuje velikost normalniho tihového zrychleni na rovniku, 7, je

velikost normalniho tithového zrychleni na poélech a ¢ je geodeticka Sitka.

Hladinovy elipsoid velmi dobfe nahrazuje tvar geoidu. Také jeho normalni tihové
pole je velmi pfesnou ndhradou skute¢ného tihového pole Zemé. Proto je mozné omezit se
pii feSeni tihového pole Zemé (popt. geoidu jako jeho konkrétni hladinové plochy) pouze

na ur¢ovani odchylek skute¢ného tihového pole od normalniho tihového pole.

* Teorii hladinového elipsoidu poprvé rozpracoval italsky matematik Paolo Pizzetti (1860-1918) v roce 1894.
Jeho myslenku déle zpracoval italsky matematik Carlo Somigliana (1860-1955) v roce 1929.
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2.4 Typy geodetickych vysek

Vyska bodu je definovana jako vzdalenost tohoto bodu od referen¢ni plochy
métend podél dané kiivky. Proto je nutné pfi urCovani vysek nejdiive zvolit referencni
plochu. RozlisSujeme nékolik typt geodetickych vysek, které se liSi nejen referencnimi
plochami a definici vzdalenosti bodu nad danou referen¢ni plochou, ale také fyzikalnim
vyznamem. Fyzikalni vysky jsou ovlivnény tihovym polem Zemé. Jejich referencni
plochou je geoid ¢i kvazigeoid a Ize je urCit nivelaci. Mezi fyzikdlni vysky patii
ortometricke vysky (geoid), jejichz aproximaci jsou normdalni vysky (kvazigeoid). Vysky,
které nejsou ovlivnény plsobenim tihového pole Zemé, se nazyvaji geometrické. Mezi
geometrické vysky patii elipsoidalni (geodetické) vysky. Jejich referencni plochou je
referencni elipsoid.

Referencni plochou ortometrickych vysek je geoid. Ortometrickd vyska bodu H* je
definovana jako délka prostorové tiznice ¢ mezi danym bodem na povrchu Zemé a

geoidem, plati tedy vztah (Blazek, Skotepa 1999)
Huz_ijg(h)dh, (2.19)
En

kde g, je integralni stfedni hodnota tiZe podél tiznice .

Timto zplsobem nelze ale ortometrické vysSky spocitat, protoze nejsou znamy
hodnoty tihového zrychleni podél tiznice z. Proto se pii vypoctu vyuzivaji jiné hodnoty,
které jsou znamé. Stfedni hodnota tize g, se nejcastéji odhaduje z méfeni tize na povrchu
Zemé. Ortometrick¢é vysky jsou ovlivnény tihovym polem Zemé a lze je odvodit
z nivelovanych vyskovych rozdila. Velikost tihového zrychleni roste smérem od rovniku
k p6lu, z toho plyne, Ze hladinové plochy se smérem k polim sbihaji.

Normalni (Molodénského) vysky H”" jsou vztazeny ke kvazigeoidu. Stejné jako
ortometrické vysky respektuji skutecné tihové pole a ur€uji se z nivelovanych vyskovych

rozdilt. Jsou definovany vztahem (Blazek, Skotepa 1999)

1
HY =— h)dh , 2.20
n!g( ) (220

kde y, je stfedni hodnota normalniho tihového zrychleni podél normaly elipsoidu n

v ur¢ovaném bod¢. Tento druh vysSek se pouziva ve vétsing evropskych zemi véetné CR.
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Elipsoidalni vysky se od piedchozich vysSek lisi predevSim skuteCnosti, ze
nerespektuji tihové pole. Elipsoidalni vyska bodu /4 je vzdéalenost bodu na zemském
povrchu od referencniho elipsoidu métend podél normaly elipsoidu. Je vysledkem méteni

technologii GPS.

2.4.1 Transformace vysek

Skutecnost, Ze riizné vySky pouzivaji rizné referencni plochy, vede k nutnosti
pfesného urceni téchto ploch. Potom bude mozné prevadet ortometrické a normalni vysky

ziskané pouze nivelaci na elipsoidalni (ur¢ované pomoci GPS) a naopak. Problémem je
tedy urceni geoidu, resp. kvazigeoidu. Vztahy mezi ortometrickou vyskou H° a
elipsoidalni vyskou /4 popisuje obr. 2-5 (N je geoidalni vyska, vyjadiujici pfevySeni geoidu
nad referen¢nim elipsoidem). Pro vysky tedy plati vztah

h—-N=H°. (2.21)
Obdobny vztah plati také pro normalni vysky H" , které jsou vztazeny ke kvazigeoidu

h—¢=H", (2.22)
kde ¢ je vySkova anomalie, které popisuje pievySeni kvazigeoidu nad referencnim

elipsoidem.

elipeoid

a ... normala geoid

Obrazek 2-5: Vztah mezi ortometrickou, elipsoidalni a geoidalni vySkou
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

Tato kapitola se zabyva geodetickym popisem skutecného tihového pole Zemé a
tihového pole referencniho elipsoidu (normalni tihové pole), které aproximuje skutecné
tihové pole. Dale jsou zde definovany veli€iny charakterizujici poruchové tihové pole,

které popisuje odchylky normalniho a skutecného tihového pole.

3.1 Skutecéné tihové pole Zemé

Zem¢ jako kazdé hmotné téleso kolem sebe vytvaii gravitacni pole, které je mozné

popsat gravitatnim zrychlenim a,. Vzhledem k tomu, Ze Zem¢& rotuje kolem své osy,
pusobi v bodech spojenych se zemskym povrchem také odstfedivé zrychleni a,.
Vektorovym souctem gravitatniho zrychleni a, a odstfedivého zrychleni a, ziskame

vektor tthového zrychleni g ¢ili vektor intenzity tthového pole Zemé.

Tihové pole Zemé je vektorové pole. Jednou z jeho zékladnich charakteristik je

vektor tthového zrychleni g. Tento vektor (pfedevsim jeho vertikalni slozka) je méfitelny,

proto by bylo mozné pomoci ného popsat tithové pole Zemé¢. Tento popis by ale byl velmi
neprakticky, nebot’ tihové pole by bylo uréeno v kazdém bod¢ vektorem, ktery ma ve
ttirozmérném prostoru tfi slozky. Vyhodnéjsi je popis, kde je v kazdém bod¢ tihové pole
uréeno pouze pomoci jedné hodnoty, tedy popis tihového pole pomoci skalarnich hodnot.

Obecné lze vektorové pole popsané vektorem intenzity g’ popsat také pomoci

skalarnich hodnot, pokud je toto pole na dané mnoziné M konzervativni a netoCivé.
Vektorové pole na mnoziné M je konzervativni, pokud pro kazdou jednoduchou po ¢astech
hladkou orientovanou uzavienou kiivku C na M plati, Ze prace vykonana podél této kiivky

je nulova, tj.

$g/(r)dr=o. (3.1)

C
Pro nasledujici tvrzeni je nutné, aby mnozina M byla oteviend. Pro kazdy jeji bod tedy

musi existovat koule, jejiz stfed je v daném bod¢ a kterd je podmnoZzinou mnoziny M (cela
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koule se vejde do M). Potom pro kazdé konzervativni vektorové pole G na mnoziné¢ M

existuje skaldrni funkce V' na M takova, ze
g'(r)=vr(r). (3.2)
Vektorové pole s vektorem intenzity g’, ke kterému existuje skalarni funkce V tak, Ze plati

rovnice (3.2), se nazyva gradientni.

Druha podminka pro moznost popisu vektorového pole pomoci skalarni funkce je
neto¢ivost vektorového pole. Tato podminka plyne pfimo z rovnice (3.2). Prostorova
tocivost (cirkulace) vektoru je charakterizovana vektorovou veli¢inou, kterd se nazyva

rotace (viz Dodatek A, rov. A.5). Vektorové pole s vektorem intenzity g’ je netoCivé,

pokud je rotace vektoru g’ nulova, tj. plati
rotg'(r)=vxg'(r)=o, (3.3)
kde o je nulovy vektor (|O|=0) a symbol x zna¢i vektorovy soucin. Budeme

pfedpokladat, Ze plati vztah uvedeny v rovnici (3.2). Ten je mozné dale upravit uzitim
operatoru rotace na tvar
Vxg'(r)=VxVvV(r). (3.4)
Z definice gradientu (viz Dodatek A, rov. A.2) a rotace piimo vyplyva, Ze rotace gradientu
je nulova, tj.
VxVV(r)=o. (3.5)
Po dosazeni rovnice (3.5) do rovnice (3.4) je ziejmé, Ze pokud plati rovnice (3.2), musi
také platit vztah
vxg'(r)=o, (3.6)
tj. vektorové pole musi byt neto¢ivé (nerotacni, nevirove).
Tihové pole Zemé, které je v kazdém bod€ popsdno vektorem intenzity (¢

(vektorem tihového zrychleni), je konzervativni a netoCivé vektorové pole. Vektor

tihového zrychleni g lze tedy zapsat jako gradient tithového potencidlu W (gradient

tihového potencidlu je vzhledem ke znaménkové konvenci psan se znaménkem minus)

g(r)=-vw(r). (3.7)
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

3.1.1 Potencial skuteéného tihového pole Zemé

Vzhledem ke skuteCnosti, ze tihové zrychleni g vzniklo vektorovym souctem
gravitacniho a odstiedivého zrychleni, Ize tihovy potencial W popisujici tihové pole Zemé
také rozd&lit na dvé slozky — gravitadni’ W, a odstiedivou® W.. Slozky tihového pole
v bod€ ur¢eném pritvodi¢em r, jsou popsany vztahy v rovnicich (3.8) a (3.9) (Boélling a

Grafarend 2005; Novak 2003):
p(r
P@UQ:GQHF%iﬂNQ, (3.8)

kde B je objem Zem¢, dB je objemovy element, r je pruvodi¢ objemového elementu dB,
p(r) je hustota zemskych hmot v objemovém elementu dB (hmoty nejsou v zemském

télese rozlozeny rovnomérné, proto je hustota p funkei tfirozmérného vektoru r);

1
W(1,)=3 pier. (3.9)

kde @ je thlova rychlost rotace Zemé, p, je ortogonalni primét vektoru r, na osu rotace
Zemeé, tedy ve sférickych soutadnicich plati
pi=risin’0, r =|r|. (3.10)
K vypoctu zemského tihového potencidlu lze ale vyuzit pouze vztah pro odstfedivy
potencidl W_, ve kterém jsou znamy vSechny potifebné hodnoty. Ve vztahu pro gravitacni
potencial W, je nezndmou hodnotou hustota zemskych hmot p, kterd neumoziuje
presnéj8i vypocet gravitatniho potencialu W, z rovnice (3.8). Tihovy potencial W tedy
nelze pocitat pfimo souctem gravitacni a odstiedivé slozky, ale je nutné urcit jeho hodnoty
z nepiimo namétenych tihovych dat. Méfena data predstavuji predevsim hodnoty tihového
zrychleni g.
Pokud se tihovy potencial W urcuje z méfeni na bodech, které nejsou spojeny se
Zemi (tj. mefi se pouze gravitaCni slozka a; tihového zrychleni), ur¢i se pouze gravitacni
slozka tihoveho potencialu W, . Tihovy potencial W je potom mozn¢ ziskat jako soucet

gravitatni slozky W, urCené z méfeni a odstfedive slozky W, , kterou je mozné spocitat pro

> Newton, Isaac (1643-1727) — anglicky matematik a fyzik
% Huygens, Christiaan (1629-1695) — holandsky matematik a fyzik
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

libovolny bod na zemském povrchu. Z tihovych méfeni na zemském povrchu ziskame
celkovy tihovy potencial W , ktery obsahuje odstfedivou i gravitacni slozku.
Tihovy potencidl W spliiuje Poissonovu diferencialni rovnici 2. fadu (Heiskanen a

Moritz 1967)
VZW(r)=-47sz(r)+2w2, (3.11)

kde G je univerzalni gravitacni konstanta, p(r) hustota télesa v daném bod€ a w thlova

rychlost Zemé. Za nésledujiciho pfedpokladu miizeme Poissonovu rovnici zjednodusit.
Budeme uvazovat tihovy potencidl pouze vné Zemé (vné hmot zemského télesa). Pokud

zanedbame hustotu hmot ve vnéjsim okoli Zemé, v tomto piipad¢ hustotu atmosféry, je
p(r)=0 a Poissonova rovnice se zjednodussi do tvaru
VW (r)=2a’. (3.12)
Pokud pii vypoctech uvazujeme body, které nerotuji se Zemi (tj. w=10), ziskdme pro
tihovy potencial W vztah, ktery se nazyva Laplaceova diferencialni rovnice (Heiskanen a
Moritz 1967):
Vi (r)=0. (3.13)
V bodech spojenych se Zemi, pro které je w =0, tihovy potencial W Laplaceovu
deferencialni rovnici nespliiuje. Ve skutecnosti se vSak pii vypoctu neurCuje piimo tihovy
potencial W, ale poruchovy tihovy potencial 7', u kterého tento problém jiz nenastava (viz
kap. 3.3).
Pii feSeni gravitatniho potencidlu W, z namefenych dat je také velmi dillezita jeho
regularita v nekonecnu, kterd plyne z vlastnosti Newtonova objemového integralu (viz
Dodatek D, rov. D.11). Newtoniiv objemovy integral, ktery urcuje hodnotu gravita¢niho

potencidlu v daném bod¢, je pro |r|—>oo roven 0, tedy gravitatni potencial W, je

v nekonecnu nulovy.

3.1.2 Reprezentace gravitachiho potencialu metodou spektralniho

rozkladu

Pfi urovani tihového potencidlu W lze obecné postup feSeni rozdélit na dvé

zéakladni ¢asti — urceni nizkofrekvencni (globalni, dlouhovinné) slozky a vysokofrekvencni
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

(rezidudlni, kratkovinné) slozky tihového potencidlu. Nizkofrekven¢ni slozka tihového
potencidlu je vétSinou feSena metodou spektralniho rozkladu, pii které se vyuziva
druzicovych tihovych méfeni (viz kap.4.1.1,4.2.1). ReSeni se hledd pii pouziti
nasledujicich zjednodusujicich ptredpokladu:
- tihova méfeni jsou opravena o gravitacni vliv atmosféry a jinych téles, predev§im
Me¢sice a Slunce (opravy zahrnuji také vlivy, které se méni v Case, napt. slapy);
- Zemé je tuhé, nedeformovatelné téleso s konstantni rotacni rychlosti @, rotujici
kolem pevné osy prochazejici sttedem Zemé.

Gravitacni sloZka tihového potencidlu W, spliuje v bodech vné Zemé& Laplaceovu

diferencialni rovnici
2
VW, (r)=0, (3.14)

je tedy vné Zemé harmonickou funkei. Laplaceovu diferencidlni rovnici je mozné fesit
naptiklad metodou separace proménnych. Pfi nasi volbé soutadnicovych systému (viz
kap. 2.2) 1ze separaci provést v kartézskych, sférickych nebo Jacobiho elipsoidalnich
soutadnicich. Vzhledem ke tvaru Zemé je vyhodnéjsi pouziti kiivocarych soufadnic.
Vhodné jsou predevsim Jacobiho elipsoidalni soufadnice, nebot’ Zemé ma pfiblizné tvar
rotaéniho elipsoidu. Reseni, které ziskame pii pouZiti Jacobiho soufadnic, je ale mnohem

vvvvvv

soufadnice (r,60,4) (viz kap.2.2.3). Laplaceiiv operator méa ve sférickych soufadnicich

tvar (viz Dodatek B, rov. B.3)

o'W ow o'W oW o'W
2g +g g+i2 2g+ (2:0-80 =+ 2 1 2 2g ’ (3'15)
or r or r° 00 r-sin@ 068 r sin“ @ oA

VW, (r,0,1) =

Reseni se hled4 ve formé substituce
W, (r.0.2) =1 (r)g(0)h(2). (3.16)
kde funkce g(@)h(/l) popisuje gravitaéni potencidl na Brillouinové kouli (minimalni
koule o poloméru R, kterd "obsahuje" celou Zemi), funkce f (r) popisuje zménu

gravita¢niho potencidlu v radidlnim sméru.

Rozvojem funkce W, do fady vlastnich funkei (sférickych harmonickych funkef)

Ye (0,2)=cosmAP,, (cosb), (3.17)

n,m

Y’ (0,4)=sinmAP,, (cosb), (3.18)

n,m
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

ziskdme sférickou harmonickou fadu (Heiskanen a Moritz 1967; Shen a Ning 2005)

W r N ZZf ( cosm/”t+B smmxi)l_’,m(cosé?), (3.19)

n=0 m=0

kde G je Newtonova gravitacni konstanta, M je hmotnost Zemé, R je polomér stiedni
koule, Zn,m a En,m jsou normované Stokesovy koeficienty a P, je normovand pridruzena
Legendreova funkce prvniho druhu (viz Dodatek C, rov. C.7). Funkce f, (r) zavisi na

vztahu poloméru R stiedni koule a délce pravodice » bodu, ve kterém je urCovana hodnota
gravitacniho potencialu. Laplaceova diferencialni rovnice plati pouze pro body vné Zemé.

Pokud Zemi nahradime kouli o poloméru R, mé feSeni ve formé sférické harmonické fady

smysl pouze pro body s » > R. V tomto pfipadé ma funkce f, () tvar

1 (r)= (Ej : (3.20)

r

V opa¢ném piipadg, kdy » <R, ma funkce f, (r) tvar

/, (V)=[Ljn- (3.21)

Radu popsanou v rovnici (3.19) je mozné zapsat také ve tvaru

M —
W, (r.p,2 _G {1 ZZ( ) ( , COSMA+B, smm/?,)P,m(cosé’) , (3.22)
n=1 m=0
ktery formou zdpisu odpovida sférické harmonické fadé popisujici rozvoj normalniho
gravitacniho potencialu U, — viz rov. (3.33).
Zpisob uréeni gravitatniho potenciadlu pomoci souctu sférické harmonické fady se

nazyva sféricka harmonicka syntéza. Tento zplsob vypoctu piedpokladd znalost tzv.

Stokesovych koeficientl. Ty Ize teoreticky urcit pomoci vztahli (Heiskanen a Moritz 1967)

:—CJ;BW (R,6,2)cosmAP,, (cos@)dS (3.23)

B,, = égﬁﬁwg (R,0,A)sinmAP,, (cos@)dS, (3.24)
N

kde S =47zR* je povrch koule o poloméru R, W(R, 0, /1) je tihovy potencial na této kouli,

dS = R*d0sin6d A je plosny element na kouli o poloméru R, P

n,m

(cos®) je piidruzena

Legendreova funkce prvniho druhu (viz Dodatek C, rov. C.3) stupné n a fadu m.

30



3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

Urceni Stokesovych koeficientii z vySe uvedenych vztaht se nazyva sféricka
harmonicka analyza. Toto feSeni vSak v pfipad¢ gravitacniho potencidlu prakticky nelze

vyuzit, nebot’ k vypoctu obou koeficientll je nutna znalost gravitatniho potencialu W, na

kouli o poloméru R. Proto se Stokesovy koeficienty musi urcit jinym zpisobem. K jejich
vypoctu se vyuzivaji predev§im druzicova data, diky nimz je dnes moZzné popsat globalni
(nizkofrekvenéni) model tihového potencialu uréeny Stokesovymi koeficienty ptiblizné do
fadu n=150. Maximalni stupeil a f4d urenych koeficientll vymezuje nizkofrekvenéni
slozku tihového potencidlu. Koeficienty, kter¢ jiz neni mozné vzhledem k
vysokofrekvenénimu Sumu urcit z druzicovych méfeni, popisuji vysokofrekvenéni slozku
tihového potencidlu, jejimz urcenim se zabyva kap. 5.

Kviali numerické stabilit¢ se pii vypoctu fady v rovnici (3.19) vyuzivaji plné

normované Stokesovy koeficienty A ,B ~ a plné normované Legendreovy funkce

n,m?> " n,m

(cos@). Je mozné pouzit réizné normalizatni faktory, napf.

n,m

prvniho druhu P

normalizani faktor «,, (Heiskanen a Moritz 1967):

2(2n+1)(n—m)!

a,, = prom =0, (3.25)

’ (n + m)!
a, =2n+1prom=0. (3.26)

Koeficienty 4, ,,,B,,, afunkce P,, (cos@) jsou potom uréeny vztahy

Zn,m = an,mAn,m s (327)
En,m = an,mBn,m 4 (328)
P (cos@)=a,,'P, (cosb). (3.29)

3.2 Tihové pole referenc¢niho elipsoidu (normalni tihové pole)

V kapitole 2.3 byl definovan mezindrodni referencni elipsoid, jehoz tihové pole,
které se nazyva normalni tihové pole, je mozné matematicky piesn¢ popsat. Tento
referencni elipsoid ma stejnou hmotnost jako Zemé a rotuje kolem své vedlej$i osy

rychlosti @, kterd je rovna uhlové rychlosti rotace Zemé. Osa rotace elipsoidu prochazi

WV
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normalniho tihového pole, jejiz potencial U, je roven potencidlu Wy na povrchu geoidu.

Stejn¢ jako dany referen¢ni elipsoid velmi dobie nahrazuje tvar geoidu, jeho tihové pole
s vysokou presnosti nahrazuje skutecné tihové pole Zem¢.
Normalni tihové pole je v kazdém bod¢ popsano vektorem normalniho tihového

zrychleni y . Vzhledem ke skutec¢nosti, Ze normalni tihové pole je také konzervativni a

netoCivé, l1ze ho obdobné jako skutecné tithové pole popsat pomoci gradientu skalarniho

pole:
y(r.0)=-VU(r,0), (3.30)
kde U je potencial normalniho tihového pole, (r,&) jsou sférické soutadnice.

Tihové pole referencniho elipsoidu je vné elipsoidu matematicky popsano, proto

jsou pii vypoctech hodnoty normalniho tithového zrychleni y a normalniho potencialu U

uvazovany vzdy jako znamé.

3.2.1 Potencial normalniho tihového pole

Popis normalniho tithového pole je velmi podobny popisu skute¢ného tihového
pole. Proto zde budou pouze zminény zakladni vlastnosti normalniho tihového pole a jeho
potencidlu U , bez podrobnéjsiho odvozovani.

Obdobné jako potencial W skutecného tihového pole Zemé lze 1 normdlni tihovy

potencidl U rozdélit na dvé slozky — gravitatni U, a odstiedivou U, . Pro odstfedivou

slozku plati v Jacobiho elipsoidalnich soufadnicich vztah (Bolling a Grafarend 2005)
Uc(u,qﬁ):%a)z (4 +E*)cos’ 4. (3.31)

Normalni tihovy potencial U obecné spliiuje také Poissonovu diferencidlni rovnici (3.11).

Za predpokladu, ze ur¢ujeme normalni tihovy potencidl v bod¢ vné elipsoidu, ktery navic
s elipsoidem nerotuje, mizeme Poissonovu rovnici zjednodusit na Laplaceovu rovnici

VU(r)=0. (3.32)

Normalni gravitacni potencial U, je diky vlastnostem Newtonova objemoveho

integralu opét regularni v nekonecnu, tedy plati, Ze v nekone¢nu nabyvéa nulové hodnoty

[ling(f)sz.

‘I“A)oo
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3.2.2 Reprezentace normalniho tihového potencialu metodou

spektralniho rozkladu

Pfi ur¢ovani skutecného tithového potencialu W se v metod¢ spektralniho rozkladu
Laplaceova diferencidlni rovnice feSila metodou separace proménnych. Separace byla
kvili jednodussi formé vysledné tady provedena ve sférickych soufadnicich. Pomocnou
plochou, na které se fesil skute¢ny tihovy potencial W, byla ndhradni koule o poloméru R.
Pokud pouzijeme stejné soutadnice i pro rozvoj gravitacni slozky normalniho tihového

potencidlu U, , harmonicka fada se zjednodussi na tvar (Heiskanen a Moritz 1967)

U,(r,0)= oM {1— i (ﬁjanpn (cos 9)}, (3.33)

r =24\ T
kde R je polomér stfedni koule, G je Newtonova gravitatni konstanta, M je hmotnost
Zemé, P je Legendreliv polynom prvniho druhu. Koeficient J, je definovan vztahem
(Heiskanen a Moritz 1967; Ghilani 2004)

o’'R’
m= ,
GM

2 01 1., 2
J == f——m—=f*+= f, 3.34
) 3f 3" 3f 21ﬁn (3.34)

kde f'je zplosténi elipsoidu, m je geodeticky parametr, @ je uhlova rychlost rotace Zemé.

Ostatni koeficienty (J,,J;,J;.,...) jsou linearnimi funkcemi koeficientu J, .

Pro popis normalniho gravitaéniho potencidlu je vhodnéjsi pouzit misto sférickych
soufadnic Jacobiho elipsoidalni soufadnice. Vyslednd harmonickd fada ma obecné pii
pouziti elipsoidalnich soufadnic komplikovanéjsi tvar, ale vzhledem k symetrii normalniho
tihového pole v ni vymizi vSechny nezonalni ¢leny (Cleny s m #0). Proto je mozné ji
zapsat v uzavieném tvaru (Heiskanen a Moritz 1967; Ghilani 2004)

U, (u,¢):GTMtg1 (§J+%w2a2q%(cosz¢—%j, (3.39)
kde G je Newtonova gravitacni konstanta, M je hmotnost Zemé, E je linearni excentricita,
@ je uhlova rychlost rotace Zemé¢, a je velikost hlavni poloosy referen¢niho elipsoidu,

¢len g je urcen vztahem (Heiskanen a Moritz 1967; Ghilani 2004)

1 u’ 4 E u
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¢len gy vztahem
9 =4|,_,> (3.37)

kde b je vedlejsi poloosa referen¢niho elipsoidu.

3.3 Poruchové tihové pole

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3.1.1, pro vypocet tihového potencidlu W se
vyuziva i méfeni v bodech, které jsou pevné spojeny se Zemi a tedy nespliuji Laplaceovu
diferencialni rovnici. V praxi se ale nefesi ptfimo skute¢ny tithovy potencidl W . Vyuziva se
skute¢nosti, Ze normalni tithové pole velmi dobfe nahrazuje tihové pole skutecné, a fesi se
pouze odchylky mezi skute¢nym a normalnim tihovym potencialem. Rozdil mezi tthovym
potencialem skutecnym W a normalnim U se nazyva poruchovy tihovy potencial a znaci
se T. Poruchovy tihovy potencial je tedy v bodé uréeném privodicem r definovan
vztahem

T(r)=w(r)-U(r). (3.38)
Hodnoty poruchového tithového potencidlu 7' jsou v porovnani s hodnotami skutecného a
normalniho tihového potencialu velmi malé. Navic potencial 7 spliiuje Laplaceovu rovnici
i v bodech, které jsou spojeny se zemskym povrchem. Tato vlastnost plyne piimo
z definice. Pokud dosadime poruchovy tihovy potencial do Poissonovy rovnice pro body
vn¢ hmot, které ale rotuji se Zemi (tj. @ # 0 ), dostaneme vztah
VT(r)=VW({x)-VU(r)=20" -20° =0. (3.39)
Laplaceova rovnice je tedy splnéna pro vSechny body vné Zemé¢ a vné elipsoidu.

Tak jako je skute¢né tihové pole popsano tihovym zrychlenim g a normalni tithové

pole normalnim zrychlenim y, lze 1 poruchové pole popsat ekvivalentni vektorovou

veli¢inou, kterd se nazyva tihova porucha. Znaci se 69 a je definovana vztahem

59(r)=9g(r)-»(r). (3.40)

Veliina popisujici smérovou odchylku mezi vektory skute¢ného a normalniho
tihového zrychleni se nazyva tiznicova odchylka a znaci se ® . Je to thel mezi tiznici v
bod¢ ur¢eném privodi¢em r a normélou k hladinové ploSe normélniho tithového pole, ktera

timto bodem prochazi
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O(r)=<(n,t)(r). (3.41)

Tiznicovou odchylku Ize urcit pomoci vztahu

cos@(r)zw, (3.42)

kde n(r)-t(r) je skalarni soucin vektort n(r) a t(r).
Tihovou poruchu 6g a tiznicovou odchylku ® Ize definovat v libovolném bodé.

Pro poruchové tihové pole Zemé ma smysl definovat tyto dvé veliiny pfedevsim v bodech

na topografii, protoZe na zemském povrchu je mozné méfit skutecné tihové zrychleni g a

také je zde mozné urcit smer tiznice t. TiZznicovou odchylku ® ve skute¢nosti nelze urcit
z definice v rovnici (3.41), nebot’ tato rovnice obsahuje veliCinu, ktera obvykle neni znama
(normala k hladinové ploSe normélniho tihového pole prochazejici bodem uréenym
pravodicem r). V piipad¢ tihové poruchy byla situace dlouho stejnd. S ndstupem
technologie GPS ale dosSlo ke zméné. Dnes je mozné tithovou poruchu urcit, ale pouze
v bodech zaméfenych pomoci GPS. ProtoZze tiznicovou odchylku ® a tihovou poruchu
09 nelze presné urcit (tthovou poruchu nelze urcit pouze v bodech, které nejsou zaméfené
pomoci GPS), je nutné aproximovat tyto poruchové veli¢iny pomoci veli¢in anomalnich.
Anomalni veli€iny jsou vztaZzeny ke dvéma bodim na rtiznych plochach a je mozné je urcit
z méfeni. Tihova porucha 69 je nahrazovéana tthovou anomalii Ag, tiznicova odchylka ®
je nahrazovana anomalnimi tiznicovymi odchylkami.

Vsechny poruchové a anomadlni veli¢iny, které¢ budou uvedeny v této kapitole, je
mozné definovat na libovolnych plochach. Zde budeme uvazovat pouze nekteré konkrétni
plochy, které maji prakticky vyznam pfi feSeni tthového pole Zemé.

Budeme ptedpokladat, ze tithova porucha o g(r) je definovédna v bod¢ lezicim na
povrchu topografie, ktery je urcen pruvodi¢em r. K jejimu vypoctu podle rov. (3.40) je
nutnd znalost hodnoty skute¢ného a normalniho tihového zrychleni. Skutecné tihoveé

zrychleni g v bodech na povrchu topografie je méfitelné. Problémem byla tradi¢né
hodnota normalniho tihového zrychleni y. Velikost vektoru normalniho tihového
zrychleni y je mozné urcit pomoci Taylorova rozvoje normalniho tithového zrychleni y

z povrchu referenéniho elipsoidu. Vzhledem k tomu, Ze tato fada rychle konverguje k nule,

lze pouzit pouze jeji prvni dva, popf. tii Cleny fady. Vychozi hodnotou je hodnota
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normalniho tihového zrychleni y(r') v bod& urCeném privodi¢em r', ktery leZi na
referen¢nim elipsoidu:

h2

2
h+ﬂ .
.2

— (3.43)

r(n)=r ()L

r’

Z rovnice (3.43) je zieymé, ze pro vypoCet y v bodech na topografii je nutné znat

elipsoidalni vysku 4 topografie nad referen¢nim elipsoidem — viz obr. 3-1.

topozrafis

L TS elipsoid

Obrizek 3-1: Skutecné a normalni tihové zrychleni

Elipsoidalni (geodetickd) vyska 4 je ale jednou ze soufadnic, které jsou uréované pomoci

GPS. Pokud tato hodnota neni znama4, nahrazuje se tthova porucha tihovou anomalii.
Tihovd anomdlie Ag(r,r") je definovana obdobn& jako tihova porucha. Opét
predpokladame, Ze skute¢né tihové zrychleni g(r) je zméfeno v bod€ na topografii, ktery

je ur€en pravodi¢em r. Tihovd anomalie se od tihové poruchy li§i bodem, ve kterém se

urcuje hodnota normalniho tithového zrychleni y . Tihova anomalie je definovana vztahem

Ag(r,r)=g(r)-»(r"), (3.44)
je tedy vztazena ke dvéma bodim uréenych pravodi¢i r,r”, které lezi na ruznych
plochach. Pokud je skute¢né tithové zrychleni g(r) definovdno na topografii, normalni
tihové zrychleni y(r") je definovano na Molodénského telluroidu. Body uréené privodici

r,r” lezi na normale k referen¢nimu elipsoidu. Navic pro tyto body plati vztah

w(r)=U(r"), (3.45)
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

kde W (r) je skutecny tihovy potencial na topografii, U (r") je normalni tihovy potencial
na Molodénského telluroidu. Velikost normalniho tihového zrychleni y» v bod¢ na

Molodénského telluroidu je mozné popsat opét pomoci Taylorova rozvoje funkce y
z bodu na referen¢nim elipsoidu ur¢eném pravodi¢em r'. Ziskdme obdobnou rovnici jako
v ptipad¢ tihové poruchy (3.43), kde vSak je elipsoidalni vyska 4 nahrazena normalni
vyskou H" (viz rov. 2.22):

2
HN+6—72/
on” |,

(#°) . (3.46)

P2 ()L -

on

.
Normalni vySku bodu je mozné urcit z nivelacnich méteni. Vztah v rovnici (3.45) plati
nejen pro topografii a Molodénského telluroid, ale napt. také pro geoid a elipsoid - viz
obr. 3-2. Velikost tihové poruchy a tihové anomalie dosahuje hodnot fadové 10* mGal .
Tiznicovou odchylku ®, definovanou v rovnici (3.41), je velmi tézké urcit.
Problémem je hladinova plocha normalniho tithového pole, kterd prochdzi danym bodem.
Tuto plochu téméf neni mozné popsat, proto k ni nelze ur€it normalu. Z tohoto divodu
byly zavedeny jinak definované tiZznicové odchylky (napt. Helmertova, Molodénského),
které pomérné presné nahrazuji piivodni tiZznicovou odchylku ® a kde je normala k dané
hladinové plose normalniho tihového pole nahrazena normalou k referencnimu elipsoidu.

Normalu k referen¢nimu elipsoidu je mozné urcit v libovolném bodé¢.

Helmertova tiznicovd odchylka ®" je definovana jako thel mezi tiznici t(rgeoid)
v bodé na geoidu a normalou n(ry) v bod€ na elipsoidu:

®H(rgeoid,re,)z{(t(rgeoid),n(rd )) (3.47)

kde bod leZici na geoidu je uren privodicem ry,, bod na elipsoidu je ur¢en privodi¢em
ry . Body lezi ve stejném radialnim sméru (viz obr. 3-2).
Molodénského tiznicové odchylka ®" popisuje tihel mezi tiznici t(rtop) v bod¢ na

topografii a normalou n(r, ) v bod& na elipsoidu:

0" (VpoTa ) = %(t(rp) N (). (3.48)

Tiznicové odchylky dosahuji fadové hodnot az 70" (téchto hodnot dosahuji ve vysokych
horéch).
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3 Zaklady teorie tihového pole Zemé

Vyse popsané poruchové a anomalni veli¢iny (pfedevsim jejich skalarni hodnotu) je

mozné méfit, nebo je lze urcit z méfenych tihovych dat.

H~F

P radialni smér

Obrazek 3-2: Skute¢né a normalni tihové pole

Vyse uvedené veliCiny popisuji poruchové tihové pole Zemé. Jejich piehled je

uveden v tab. 3.1.

Tabulka 3.1: Porovnani skute¢ného a normalniho tihového pole

SKUTECNE

tihové pole

NORMALNI

tihové pole

PORUCHOVE

tihové pole

Tihovy potencial

w

U

T

Tihové zrychleni

—gradW(r)= g(r)

—gradU(r)=7(r)

—gradT(r)=5g(r)

"smér" tthového zrychleni

tiznice t

normala n"

©(r)==x(nt)(r)

Y Normala n k referenénimu elipsoidu uréuje smér normélniho tihového zrychleni pouze v bodech na

povrchu referencniho elipsoidu. V bodech vné referencniho elipsoidu je smér normalniho tihového zrychleni

urcen normalou k hladinové plose normalniho tihového pole prochazejici timto bodem.

Pomocné (anomalni) veli¢iny, které aproximuji ptesné poruchové hodnoty, jsou uvedeny

v tab. 3.2.
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Tabulka 3.2: Poruchové a anomalni velic¢iny

Poruchovi veli¢ina Anomalni veli¢ina
Tihové porucha 5g(r) Tihové anomalie Ag(r,r’)
Poruchova tiznicova odchylka Anomalni tiznicova odchylka
— Helmertova:
O gia ) — @H(rgmid,rd)=<(t(rgeoid),n(r§))
— Molodénského:
O(rep) - ®M(rmp,re,)=<x(t(rmp),n(re, ))

Zakladni hladinovou plochou skutecného tithového pole je geoid, normalniho tihového pole
referencni elipsoid. Vertikalni odlehlost téchto ploch popisuji geoidalni vysky N. Geoidalni
vysky vyjadiuji prevySeni geoidu nad referencnim elipsoidem, které je méfeno podél

normdly k elipsoidu — viz obr. 3-3.

Obrizek 3-3: Geoidalni vyska N

Geoid a referen¢ni elipsoid jsou plochy vyznamné pii definici anomalnich veli€in,
protoze skutecny tihovy potencial W na geoidu je roven normalnimu tihovému potencidlu
U na referen¢nim elipsoidu. Obdobné lze pro topografii definovat plochu, pro kterou by
platilo, Ze normdlni tihovy potencidl U na této ploSe je roven skutecnému tihovému
potencidlu W na topografii. Takto definovana plocha se nazyva Molodénského telluroid.
Vertikélni odlehlost povrchu topografie a Molodénského telluroidu popisuje vyskova
anomalie ¢ . VySkovd anomadlie je také uvazovéna podél normaly k referenénimu

elipsoidu.

39




4 Jaka tihova data je mozné mérit

4 Jaka tihova data je mozné mérit

Tihovy potencidl W neni mozné pifimo méfit. Je ale mozné méfit jeho smérové
derivace — gradient tihového potencidlu VW (vektor intenzity tihového pole) a
gradiometricky (Marrusiho) tenzor’ VxVWW . Z téchto méfenych dat je mozné tihovy
potencial W spocitat.

Vsechny tlohy na vypocet tithového potencidlu W vyzaduji, aby vstupni data byla
spojitd a globalni. Mé&fit vSak lze pouze diskrétni data, ktera jsou navic mnohdy pouze
lokalni. Globalni charakter maji prakticky pouze druzicova data. Nékteré typy vypocth ale
umi pracovat i s lokalnimi daty. Vysledek je pak ale pouze ptiblizny. Velmi Casto se data

ruzného typu pro odvozeni tihového potencidlu kombinuji.

4.1 Gravimetrie

Gravimetrie se zabyva méfenim gradientu tithového potencidlu VI . V nékterych
ptipadech (letecka a druZicova gravimetrie) je mozné méfit vSechny tfi smérové derivace.

V piipadé pozemni gravimetrie se ale méfi pouze derivace piiblizn€¢ v radialnim sméru
0 . it T o ;
™ W, tj. vertikalni slozka vektoru tithového zrychleni g.

A

Podle mista méfeni lze gravimetrii obecné rozdé€lit na pozemni, leteckou a
druZicovou. Gravimetrické méfeni ale mliZze probihat i na lodich (ndmotni gravimetrie),
v ponorkdch apod. Tabulka 4.1 uvadi piehled vyhod a nevyhod jednotlivych typt

gravimetrie.

, . . o , . e 0 .
Pozemni gravimetrie je velmi presna, absolutni gravimetrii je hodnota G_W urcena
r

az s presnosti na pGal. Vzhledem k definici jednotky 1 Gal (lGal =107 ms_z) je tihové

zrychleni ur€eno s presnosti fadové 980000+ 0,001 mGal. Piesnost relativni gravimetrie

. s 0 . y y P
je ale mnohem niz$i. Hodnota 8_W je urCena s presnosti fadové 0,1 mGal. Velkou
v

7 Marussi, Antonio (1908-1984) — italsky matematik a geodet
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4 Jaka tihova data je mozné mérit

nevyhodou pozemni gravimetrie je skutecnost, ze méfit je mozné€ pouze v pristupném
terénu, mefeni jsou Casove narocna a data maji lokélni charakter.

Tyto problémy Caste¢né odstranuje leteckd gravimetrie. Méteni probiha v letadle,
které je od povrchu Zemé vzdaleno stovky metri. Méfend oblast je pokryta trajektoriemi
letu, podél nichz se provadi méteni. Obr. 4-1 znazoriiuje plan letu pfi mapovani oblasti

Baltského mote. Cilem letecké gravimetrie je rekonstrukce celého vektoru tihového

zrychleni g. Casto vsak lze z dat ziskat pouze jeho velikost |g , resp. jeho vertikalni slozku,

kterd je dominantni slozkou vektoru g. Leteckou gravimetrii je mozné ziskat pomérné
rychle tihova data i z neptistupnych oblasti. Ackoli Ize takto ve stejném Case ziskat vice dat
nez z pozemnich méteni, presto 1 tato data stale nemaji globalni charakter. Navic je méfeni
zatizeno Sumem (hlavnim zdrojem Sumu je nerovnomérny pohyb letadla), s nimZ se pfti
nasledném zpracovani odstrani i ¢ast signdlu. Kvuli filtraci pfi odstrafiovani Sumu jsou data

ziskana leteckou gravimetrii frekvencné omezena. Jejich ptesnost je v fadu mGal.

X BT, e i
N -:..._-,-,-__:.-i:,_.:-:';;-;-__r
.:Iql.:_l' I L :::.,..-—_..;--
-'-.i-""':.—"':-':_.—l:.'p‘
b '..Irr'i'--_-':'.'.."--"--".'-_"__'.'."l';.l.u.___:---f?'_'.F r
== "Mﬂ
# T §-
#ﬂ ) ," ‘
— -;-II
S
== |
__.....- l A\ F/m FAA, vers. 20/06/00
o e 126 X'ings RMS=2.0 mGal
r_;l_—’ e
1. =— Comparison to
: [[-u-&.snlmm
- T —r—
: A
il L~
,-””ﬂﬂt
¥ 17 18 B 2w @ - B M %

Obrizek 4-1: Letecka gravimetrie — priklad planu letu (zdroj: http://research.kms.dk)
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Témét globalni pokryti Zemé (mimo polarni oblasti) méfenymi daty zajistuje
druzicova gravimetrie. Druzice 1étaji ve vyskach 200 - 500 km nad zemskym povrchem.
Na zacatku méfeni jsou vypusSteny ve vySce piiblizné 500 km. Béhem letu se postupné
ptiblizuji k Zemi. Ve chvili, kdy jejich vyska klesne pod urcitou hodnotu (pfiblizné 200
km), se jiz jejich data nezpracovavaji. Ve vyse uvedeném vyskovém pasmu je gravitacni
signal mnohem slabsi® nez pii pozemni a letecké gravimetrii, navic obsahuje také méticky
Sum. Proto je mozné uspésné rekonstruovat pouze nizkofrekvenéni slozku tihovych dat, ze
které 1ze ziskat pouze vyhlazené tithové pole.

Vysledkem druzicovych gravimetrickym méteni je globalni model tithového pole,
ktery obsahuje koeficienty sférického harmonického rozvoje gravitaéniho potencialu do

urcit€ho stupn€ n a fadu m (Stokesovy koeficienty 4, ,,B,, ) — viz rov. (3.19). Globalni

model obsahuje pouze nizkofrekvencni (dlouhovlnnou) slozku tihového potencialu. Je
mozné jej zpiesnit doplnénim o lokalni model, ktery obsahuje vysokofrekvenéni
(kratkovlnnou) slozku tihového potencidlu. Vysokofrekvencni slozka zahrnuje cleny
sférick¢ého harmonického rozvoje gravitacniho potencidlu s koeficienty stupné n+1 a
vyssiho. Lze ji ziskat analyzou lokalnich dat letecké nebo pozemni gravimetrie. Zptisob
kombinace téchto tii datovych slozek je samostatnym problémem v teorii tihového pole,

ktery neni v této praci fesen.

’ n+l
 Utlumovy faktor signalu je (%) ’ , kde R je polomér stiedni koule nahrazujici geoid a r je velikost

privodice vnéjsiho bodu, ve kterém se méii tihova data.
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Tabulka 4.1: Vyhody a nevyhody riznych typt gravimetrickych méieni

dat (data s malym

procentem Sumu)

vysoka presnost

vysokofrekven¢ni Sum

POZEMNI LETECKA DRUZICOVA
gravimetrie gravimetrie gravimetrie
Ptesnost métrenych + - -+

vy$§i Sum, ale vzhledem

k urceni globalni slozky

(hory, mocaly aj.)

systematické chyby dobra presnost
méieni

Pokryti zemského - -+ +
povrchu méfenymi jednotlivé body na lokalni rovnomérné globalni pokryti celé
daty povrchu Zemé pokryti Zemé
Moznost méteni v - + +
nepiistupnych v nepFistupnych lze mé¥it i nad meieni pokryva povrch
oblastech oblastech nelze méfit | nepfistupnymi oblastmi celé Zemé (kromé

polarnich oblasti)

Citlivost méfeni

+

nejvyssi mozna citlivost

-+
dobra citlivost, ale
slabsi nez na povrchu

(vysokofrekven¢ni Sum)

urceni pouze globalni

slozky tihového pole

4.1.1 Druzicova gravimetrie

V dnes$ni dobé zajistuji sbér tihovych dat pro urCovani tithového pole Zemé

predev§im dvé druzicové mise — CHAMP (vypusténa v cCervenci 2000) a GRACE

(vypusténa v bieznu 2002).

CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload’) je némeckd druzicova mise

realizovana GFZ (GeoForschungsZentrum), coz je némecké narodni vyzkumné centrum

pro geovédy v Postupimi. Druzice CHAMP je vybavena vysoce piesnymi pfistroji

(akcelerometr, GPS pfijima¢, magnetometr, laserovy zpétny odraze¢ apod.). Diky své

téméef polarni draze, malé vySce nad povrchem Zemé a dlouhé Zivotnosti (pies 2080 dni)

druzice jiz naméfila data, kterd umoznila odvozeni velmi piesného modelu tihového a

magnetického pole ve formé koeficientl sférické harmonické fady. Ziskana data umoziuji

popis prostorovych i casovych variaci obou poli. Obr. 4-2 a 4-3 zobrazuji dva vybrané

? Zdroj: http://www.gfz-potsdam.de/pb1/op/champ/index CHAMP.html
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parametry tithového pole Zemé — geoidalni vysky a tihové anomalie, vypocitané z modelu
tihového pole Zemé EIGEN-CHAMPO3S, ktery byl vytvofen na zaklad¢é dat ziskanych v
obdobi fijen 2000 — cerven 2003. Tento model obsahuje pln€¢ normované Stokesovy
koeficienty gravitaéniho potencialu do fadu a stupné n=120. Pfi vypoctech byl pouzit
referencni elipsoid s hlavni poloosou a=6378 136,46 m a pievracenou hodnotou

zplosténi f~' =298,257 65. Model EIGEN-CHAMPO03S byl vytvofen s pfesnosti 5 cm

(geoidalni vysky) a 0,5 mGal (tihové anomalie) vztazenou k vinovym délkam 800 km.

) J . GFZ
EIGEN-CHAMPO03S

-80-70-60-50-40-30-20-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Obrazek 4-2: EIGEN-CHAMPO03S — geoidalni vy$ky (v metrech)
(zdroj: http://www.gfz-potsdam.de/pb1/op/champ/results/index RESULTS.html)

4NN T T D

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Obrazek 4-3: EIGEN-CHAMPO03S - tihové anomalie (v mGal)

(zdroj: http://www.gfz-potsdam.de/pb1/op/champ/results/index RESULTS.html
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GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment'’) je spole¢ny projekt NASA
(National Aeronautics and Space Administration - Narodni vybor pro vyzkum vesmiru a
meziplanetarni lety) a DLR (Deutsches Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt - némecké
kosmické centrum). Cilem této mise je velmi piesné urceni globalniho modelu tihového
pole Zem¢. Kromé stfedniho tihového pole Zemé by mély byt vysledkem také Casové
variace tohoto pole. Projekt GRACE navazuje na vySe zminénou misi CHAMP. Zvyseni
presnosti bylo docileno pouzitim dvou satelitil, které se pohybuji za sebou po téméf stejné
orbitalni drdze. Zmény jejich vzdjemné vzdalenosti jsou méfeny pomoci velmi piresného
radarového dalkoméru. Jednim z vyslednych modelt tithového pole Zemé vytvorenych
z druzicovych dat mise GRACE je model EIGEN-GRACEO02S, ktery obsahuje plné
normované Stokesovy koeficienty gravitacniho potencidlu do tadu a stupné n=150.

Ptesnost urceni geoidu (geoidalnich vySek) v tomto modelu je 1 mm pro vinové délky

2000 km.

4.2 Gradiometrie

Gradiometrie lze stejné jako gravimetrii rozdélit na pozemni, leteckou a nové
i druzicovou (planovana druzice GOCE). Prakticky je zatim realizovano pouze pozemni
meieni, které je ale vzhledem k velmi citlivym gradiometrickym pfistrojiim znacné
problematické. Leteckd a druZicova gradiometrie je stale ve stadiu vyzkumu. V ptipadé
gradiometrie je méfenou veli¢inou gradiometricky tenzor (viz Dodatek A, rov. A.15), resp.

jeho slozky

o 0 0 0 0

—W —W —W

ox’ (r) ox Oy (r) ox 0z (r)

0 0 0’ 0 0

VxVW(r)=| ——W —Ww —W , 4.1

0 0 0 0 0’

——W —_— —W

0z Ox (r) 0z Oy (r) oz’ (r)

ktery je symetricky. V tomto tenzoru je Sest riznych prvki. Pro body, které jsou vné Zemé
a nejsou pevné spojeny se zemskym povrchem, spliiuji prvky na diagonale Laplaceovu

diferencidlni rovnici. Proto v tomto piipadé obsahuje gradiometricky tenzor VxVW

10 Zdroj: http://www.gfz-potsdam.de/pb1/op/grace/index GRACE.html
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pouze pét nezavislych prvki. Ze slozek gradiometrického tenzoru je také mozné urcit

Stokesovy koeficienty 4, ,,,B, , (viz kap. 3.1.2).

Gradiometrickou jednotkou je Eotvos'' (IE =10" s‘z). Nejvetsi hodnoty nabyvaji

slozky tenzoru ve vertikdlnim sméru (fddoveé az 3 000 E — narast vysky o 1 m zpiisobi
pokles tihového zrychleni o 0,3 mGal). Horizontdlni slozky jsou mnohem mensi. Na
plochém homogennim povrchu se stiedni hodnotou zemépisné Sitky dosahuji hodnot
pfiblizn€¢ 8§ E (smérem od polu k rovniku vzroste na tseku 1km hodnota tihového
potencidlu o 0,8 mGal). Je to zplisobeno zplosténim Zemé na polech a odstredivou silou
rotace Zem¢. Vyhodou gradiometrie je vyssi citlivost, které umozni méfit pii druzicovych
misich nejen nizkofrekvencni slozku tithovych dat, ale také ¢ast vysokofrekvencni slozky.

Problémem je pak oddéleni signalu a métického Sumu.

4.2.1 Druzicova gradiometrie — GOCE

GOCE (Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Explorer'®) bude druZice
Evropské kosmické agentury ESA (European Space Agency). Tato druzice je urcena
k méteni gradiometrickych dat tthového pole Zemé. Cilem projektu je stanoveni anomalii
tihového pole s presnosti 1 mGal na 100 km a geoidu s presnosti 1-2 cm na 100 km.
Z méefenych gradiometrickych dat by mélo byt mozné urcit Stokesovy koeficienty fadu
aspoit n=200. Druzice by se mé¢la pohybovat po témét polarni draze (sklon drahy by mél
byt 96.5°) v primérné vysce 250 km. Vypusténa by meéla byt v roce 2006. Obr. 4-4
znazoriiuje vSechny vySe zminéné druzice — CHAMP, GRACE a GOCE.

' Véasarosnaményi Baro Eotvos Lorand, znamy jako Lorand Eotvos (1848-1919) — mad'arsky fyzik
12 Zdroj: http://www.esa.int/esal P/ESAYEK1VMOC_LPgoce 0.html
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Obriazek 4-4: Druzice (zleva) CHAMP, GRACE, GOCE

4.3 Druzicova altimetrie

Z druzicovych gravimetrickych ¢i gradiometrickych méteni 1ze ispé$né urcit pouze
nizkofrekvencni slozku tihového pole Zemé. Lokalni zpfesnéni tihového pole (urceni
vysokofrekvencéni slozky) se provadi z pozemnich, popf. leteckych tihovych méteni. Tento
zplisob méfeni Ize pouzit pfedev§im na zemském povrchu, nebo pfi pobifeZi. Na mofi je
mozné ziskat dalsi data napf. pomoci ndmoini gravimetrie, ktera ale neni pfili§ rozSifena.
Dalsi moznosti, jak ziskat popis tihového pole v oblastech oceant, je druzicova altimetrie.

Druzicova altimetrie urCuje primo geometrii hladiny ocednti. Data jsou ziskavana
z druzic, které pomoci GPS méfi svoji polohu (v geodetickych soufadnicich — ur€uje
elipsoidalni vysku /) a radarovym altimetrem méfi vzdalenost a od hladiny oceanti. Pokud
by na oceany puisobila pouze zemska tize, geometrie hladiny oceanti by byla stejna jako
geometrie geoidu a rozdil méfenych vzdalenosti #—a by pfimo urcoval geoidalni vysku
N, tj. prevySeni geoidu nad elipsoidem. Ve skutec¢nosti ale na oceany pusobi i jiné vlivy
nez jen zemska tize (slapy, moiské proudy, vlastnosti motské vody — napft. slanost, apod.).

Tyto vlivy zpiisobi, Ze mezi hladinou ocednii a geoidem existuje pfevySeni nazyvané
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topografie motské hladiny (SST — Sea Surface Topography), dosahujici hodnot az 2 metry.
Toto prevySeni je ale pomérné obtizné urcitelné.

Druzicovou altimetrii 1ze tedy ziskat piiblizny popis geometrie geoidu, ktery je
jednou z hladinovych ploch tihového pole Zemé. Z téchto dat je dile mozné urcit tithové
zrychleni, které lze vyuzit k urceni rezidudlni slozky tihového pole Zemé nad oceany.
K vypoctu se vyuziva metoda inverzni Stokesovy tulohy, tj. z geoidalni vysky N se urcuje

tihova anomalie Ag, ze které se pocita hodnota tithového zrychleni g.
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5 Matematické metody rFeSeni

Popis tihového pole Zemé a urceni jedné jeho konkrétni hladinové plochy — geoidu,
patii mezi zdkladni ukoly soucasné geodézie. Urcovany tihovy potencidl W je mozné
rozdélit vzhledem k dostupnym datim na globédlni (nizkofrekvencni) a rezidudlni
(vysokofrekvencni) slozku (vlastnosti méfenych dat — viz tab. 4.1). Globalni slozku
tihového potencialu W je mozné popsat pomoci sférické harmonické fady (viz kap. 3.1.2).
Rezidualni slozka tihového potencidlu W se fesi predevsim pomoci okrajovych tloh teorie
potencidlu. Okrajové hodnoty jsou odvozeny z lokalnich tihovych dat, pozemnich ¢i

leteckych.

5.1 Dirichletova uloha

Zékladni okrajovou ulohou v teorii potencialu je Dirichletova uloha. V této uloze je
uréovana hodnota funkce, kterd spliiuje Laplaceovu diferencialni rovnici a Dirichletovu
okrajovou podminku popisujici hodnotu této funkce na hranici jednoduse souvislé hladké
uzaviené oblasti (Lipschitzova hranice). Vnéjsi Dirichletova uloha pro poruchovy tihovy

potencial T s hranici tvofenou geoidem je urcena vztahy (Martinec 1998):

VZT(I’):O, profr >r,,
T(r)=TB, pror =r,, (5.1)

lim7'(r)=0,

rl>e

kde r, je pravodi¢ bodi lezicich na geoidu. Aby platily rovnice (5.1), musi byt poruchovy
tihovy potencidl 7 harmonickou funkci vné geoidu. Tato podminka ale neni obecné
splnéna, nebot’ vné geoidu se nachazi ¢ast zemskych hmot a také atmosféra. Proto je nutné
opravit vstupni tithova data o tyto vlivy, aby byla uloha korektni. Redukce tihovych dat
o vliv vnéjsich topografickych a atmosférickych hmot je zna¢né¢ komplikovana a v této
praci neni dale diskutovana.

Takto zadand uloha je uloha s volnou hranici, nebot’ pribéh geoidu neni predem

znam. Proto je nutné geoid nahradit pomocnou plochou, napi. ndhradni kouli nebo
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referenénim elipsoidem. Pfi pouziti referencniho elipsoidu lze ziskat piesnéjsi feSeni,
nebot’ referencni elipsoid nahrazuje geoid 1épe nez koule. Pfi aproximaci kouli se ale
zjednodussi forma feSeni. Navic pro lokdlni Glohy jsou rozdily mezi néhradni kouli a
elipsoidem velmi malé. Z téchto diivodii bude v dal§im textu vyuzita sférickd aproximace
geoidu ndhradni kouli o poloméru R. Vnéjsi Dirichletova uloha v této sférické aproximaci

bude tedy zadéna vztahy
VzT(r) =0, pr0|r| =r>R,

T(I’):TB, pro|r|:r:R, (5.2)

lim7'(r)=0,

‘r‘%oo
kde 7, jsou hodnoty poruchového tithového potencidlu na ndhradni kouli. Takto zadana

vngjsi Dirichletova tiloha je korektni (viz Dodatek B).

5.2 Pouzitelné okrajové podminky pro poruchovy tihovy

potencial

Dirichletova uloha pro poruchovy tihovy potencial 7' je urcena okrajovou
podminkou popsanou v rovnici (5.2). Pro feSeni této tlohy je tedy nutné znat hodnoty
poruchového tihového potencidlu 7 na hranici oblasti (zde nahradni koule). Poruchovy
tihovy potencial ale neni mozné pifimo méfit. Méfenymi hodnotami jsou smérové derivace
skute¢ného tihového potencidlu W (viz kap. 4). Proto je nutné najit okrajovou podminku
obsahujici veliCiny, které lze urcit méfenim. Pfi urovani okrajové podminky pro
poruchovy tihovy potencidl 7 Ize vychéazet ze vztahu pro tihovou anomadlii Ag a
v soucasnosti stale vice 1 ze vztahu pro tthovou poruchu dg (viz kap. 3.3).

V nésledujicich podkapitolach je velmi dilezité rozlisit, ke kterym bodiim (na které
plose) jsou jednotlivé veli€iny a jejich derivace vztazeny. V rovnicich se vyskytuje tihovy
potencial W , tihové zrychleni g, normalni tihovy potencial U a normadlni tihové zrychleni
¥ . VSechny uvedené veli€iny jsou ve skutecnosti funkci nejen polohového vektoru r, ale
také C¢asu. V této praci ale Casové variace tihového pole nejsou uvazovany. Veliiny jsou
tedy zavislé pouze na polohovém vektoru r, ktery je popsan tiemi elementy. Pti pouziti

geocentrického zemského soutadnicového systému (vzhledem k tvaru Zemé je vyhodné
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pouzit sférick¢ soufadnice) jsou témito elementy velikost vektoru r=|r

, poélova
vzdalenost @ a sférickd délka A (viz kap. 2.2.3). Skutecné tihové pole je tedy popsano
skalarng tihovym potencialem W (r,6,4) a vektorové tthovym zrychlenim g(r,8,4), pro

kter¢ plati vztah
9(r,0,4)=-VW(r,6,2). (5.3)

Vzhledem k vlastnostem skutecného tihového pole je dominantni slozkou gradientu
tihového potencialu slozka ve sméru lokalni tiznice ¢. Ostatni slozky jsou velmi malé, takze
pii méfeni Casto zaniknou v méfickém Sumu. Pro skute¢né tihové pole tedy plati vztah

ow
A 5.4
g Py (5.4)

Smér lokélni tiznice ¢ je mozné aproximovat radialnim smérem ». Pomoci astronomicky
urcené tiznicové odchylky € (viz kap. 3.3) lze smér lokalni tiznice nahradit normélou n
k referencnimu elipsoidu. Zavedenim elipsoidalnich oprav Ize nasledné ptejit od normaly
k radidlnimu sméru. Potom pfechazi vztah (5.4) do tvaru
ow (r,0,4
g(r, G,A)i—%- (5.5)
r

V tomto zépise je tihové zrychleni g popsano pouze radialni slozkou gradientu ve
sférickych soutadnicich. Neni to tedy vektor, ale pouze skalarni veliina. Zapis

oW (r,0.4)

~ : (5.6)

r=rp,0=0p,A=1p

g(rpvepv/ip):

oznaduje hodnotu tihového zrychleni g(r,0,4) v bodé P o sférickych soufadnicich
(75,0,,4,). Tato hodnota je rovna zaporn¢ radialni derivaci tihového potencialu

W (r,6,2) ur€ené opét v bodé P. Rovnice (5.6) bude v dal§im textu pro zpiehlednéni

zkracené zapsana ve tvaru:

oW (r,0,2)

810y 2p) =~ 5.7)
P

Pro normalni tihové pole plati obdobné vztahy. Pro normdlni tihovy potencial

U(r,0) a normalni tihové zrychleni y (r,6) plati rovnice

y(r,0)=-VU(r,0). (5.8)
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Dominantni slozkou gradientu je zde slozka ve sméru normaly z k referenénimu elipsoidu.

Tuto skutecnost 1ze obdobné jako v piipad¢ skutecného tithového pole popsat vztahem
oU

-

Také smér normdly Ize aproximovat radidlnim smérem r. Po zavedeni elipsoidalnich

y= (5.9)

korekcei Ize tedy vztah (5.9) ptepsat do tvaru

oU (r,0
y(r,e)ﬁ—%. (5.10)

Vztah mezi radialni derivaci normdalniho tihového potencialu U (r, (9) v bod¢ P a hodnotou

normalniho tihového zrychleni y (r,8) v tomtéZ bodg je popsan rovnici

o ou(r,0
y(rp,ep):—# , (5.11)
8r r=rp,0=0p
kterd bude dale pro zpiehlednéni textu zkracené zapsana ve tvaru:
. ou(r,0
}/(rP,HP):—# (5.12)
or |,

Pro lepsi orientaci v nasledujicim textu bude oznaceni bodli pevné spojeno s konkrétni
plochou (viz obr. 5-1):
- P ... bod lezici na povrchu topografie

- P'...bod lezici na Molodénského telluroidu

0 ... bod lezici na geoidu

- Q'...bod lezici na referen¢nim elipsoidu

— povrch topografie Plvors F0
Molodénského telluroid — —

— zeoid 9] " referenéni elipsoid — —

Obrazek 5-1: Umisténi boda P, P', Q, Q' na konkrétni plochy
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5.2.1 Urceni okrajové podminky pomoci tihové poruchy

Vychazime ze vztahu pro tithovou poruchu v libovolném bod¢ P na plose, kde 1ze

mefit hodnoty tihového zrychleni g, tedy na topografii:
5g(rP,t9P,/1P)=g(rP,GP,/lp)—}/(rP,@P). (5.13)
Vektor zrychleni tihového pole Zem& v bod¢ P g(r,,6,,4,) lze vyjadfit jako gradient

tihového potencialu W v bod¢ P, tedy

g(rP’HPaﬂ’P)z_vPW(r7eaﬂ)a (5.14)
kde
v (ro.a) <] P (1:02) Low(r0,4) 1 aw(re2)| | 515
- r =-————= - . .
d o or P’ r 06 ‘P’ rsin @ oA ‘P

V piedchozim textu byl za vyuziti sférické aproximace ¢ ~n ~r odvozen ptiblizny vztah
pro hodnotu tithového zrychleni v bod¢ P

oW (r,0,2)

g(”P"gpaﬁ’P)i_ o

(5.16)

P

Také normalni tihové zrychleni y Ize vyjadfit jako gradient normalniho tihového
potencidlu U. Vyuzitim sférické aproximace n ~ r byl vySe odvozen vztah

5U(l’,9)

7(rp,6,)=— Py (5.17)

P

Pii uvedenych aproximacich se pracuje misto vektorii g a ¥ pouze s jejich skalarnimi
hodnotami g a . Proto také tihova porucha ve vysledku neni vektor, ale skalarni hodnota.
Rovnice (5.13) tedy piechézi do tvaru

58(70,65,4,) =g (15,05, 4, ) =7 (1,6,). (5.18)
Po dosazeni vySe uvedenych aproximaci skute¢ného a normalniho tihového zrychleni

ziskame vztah

ow (r,0,2)|  aU(r,0)
08 (1sOps 20 ) = & (1sOps Ap ) =7 (1,6, ) = = (;r % ’ 6: %
P
[(ow(r.0,2) oU(r6) | or(r.6.2) 5.19)
or ‘P or ‘P or P’ '
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8T(r,0,/1)
or

kde je zkraceny zapis derivace poruchového tihového potencialu 7'(r,6,4)

P
v bod¢ P o sférickych soufadnicich (r,,6,,4,).

V rovnici (5.19) je zndmou veli¢inou pouze métené tihové zrychleni g v bod¢ P.

Hodnotu normalniho tihového zrychleni y v bod& P na topografii mizeme ur¢it, pokud

zname elipsoidalni vySku /# bodu P, uzitim Taylorova rozvoje:

oy (r,0
y(rp,ep)ﬁy(rg,eg,ﬁ% h. (5.20)
n o

Normalni tthové zrychleni y je analyticka funkce, jeji rozvoj do Taylorovy fady je tedy

mozné provést. Hodnotu normalniho tihového zrychleni v bodé Q' na povrchu elipsoidu je

mozné spocitat, nebot’ normalni tithové pole je matematicky popsano (viz rov. 2.18). Dalsi
¢leny Taylorova rozvoje lze zanedbat, nebot’ velmi rychle konverguji k nule. Pfi pouziti

vztahu (5.20) lze rovnici pro tihovou poruchu piepsat do tvaru

)_ oy (r.0)

§g(rp,6’P,/1P)=g(rP,0P,/1P)—7/(rQ,,6’Q, o

h. (5.21)
v

V rovnici (5.21) jsou znamé vSechny hodnoty. Ziskdme tedy okrajovou podminku pro

poruchovy tihovy potencial 7' ve tvaru

oT (r,0,2)

5g(rp,(9p,/1p)=— o

(5.22)

P
Tato okrajova podminka se obecné nazyva Neumannova. Je soucasti druhé (Neumannovy)
okrajové tulohy teorie potencialu. V konkrétnim ptipadé, kdy feSenou veliCinou je

poruchovy tihovy potencial 7, se tato uloha nazyva Hotinova'’.

5.2.2 Urceni okrajové podminky pomoci tihové anomalie

Pfi odvozovani okrajové podminky pro poruchovy tihovy potencial 7 z tihové
poruchy jsme predpokladali, ze v daném bod¢é¢ P zname jeho elipsoidalni vySku 4. Pokud
vyska 4 neni zndma, je nutné pouzit pti odvozovani okrajové podminky jinou veli¢inu, nez

je tihova porucha v bod¢ P. Touto veli¢inou je tihovd anomadlie Ag, kterd je narozdil od

' Hotine, Martin (1898-1968) — anglicky geodet
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tihové poruchy uréena ve dvou bodech P,P’" leZicich na dvou riznych plochach. Pro

tihovou anomalii uréenou z métfeni na povrchu topografie lezi bod P na topografii a bod
P'" na Molodénského telluroidu. Ze stejného divodu jako v piipadé tihové poruchy

budeme uvazovat, Ze tihovd anomalie je skalarni veli¢ina. Zapis Ag(7,,0,,4,,7,,0, )
zna¢i hodnotu tihové anomalie v bodech P,P’" o sférickych soufadnicich (r,,6,,4,),
(7,0,,2,) . Body P,P' jsou voleny tak, aby splitovaly nasledujici podminky:
- body P, P’ lezi na normale k referen¢nimu elipsoidu
- pro potencial v bodech P, P’ plati vztah
W (10,00, ) = U (r.0,.). (5.23)
kde W (r,,0,,4,) je tihovy potencial na topografii, U (7,6, ) je normalni tihovy
potencial na Molodénského telluroidu.
Pro tihovou anomélii Ag(7,,6,,4,,7,,6, ) plati vztah
N (10010 )= 8 1 )7 (5,61, (529
kde g(rp,6,,4,) je zméfené skuteéné tihové zrychleni na topografii a y(r.,6,) je

vypoctené normalni tihové zrychleni na Molodénského telluroidu. Rovnici (5.24) dale

upravime:
AG(7p,0ps Aps T Op ) = & (15 Ops A ) = ¥ (15,05 ) + 7 (1,05 ) = ¥ (1,0 ) =
=6g(7,0p, 4, )+ 7 (1,0, ) =7 (1,6, (5.25)
Hodnotu normélniho tihového potencidlu v bod¢ na topografii y(r,,6,) lze opét urgit

pomoci Taylorova rozvoje tohoto potencialu, tentokrat v bodé¢ P’ na Molodénského

telluroidu:

, (5.26)

P’

7(’"P°‘9P)i7(’”P'9‘9P’)+%:@

kde ¢ je vySkova anomalie bodu P,P’. Dalsi ¢leny Taylorova rozvoje jsou opét

zanedbany, nebot’ fada rychle konverguje k nule. Po dosazeni ziskame vztah

oy(r,0
Ag(rP’HP’Z’P’rP"HP'):§g(rP99P’/1'P)+7/(rP"9P')+% é’—)/(rp,,lgpf)=
»
=5g(VP,9P,ﬂP)+M (5.27)
no|,
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PrevySeni topografie nad Molodénského telluroidem ¢ Ize ur€it pomoci Brunsova

teorému (viz kap. 5.6)

;ﬁ—T(””’e”’l”) . (5.28)
7(rP"€P')

Dale vyjdeme z Molodénského'* rovnice pro normélovy gradient normalniho zrychleni y
(Heiskanen a Moritz 1967)
2
@z—z—y(1+m+f—2fsm2¢), m=22 (5.29)
on a

e

kde a je velikost hlavni poloosy referencniho elipsoidu, f je zplosténi referencniho

elipsoidu, @ je uhlova rychlost rotace Zem¢ a y, je normalni tihové zrychleni na rovniku.

Pokud v této rovnici zanedbame ¢leny souvisejici s rotaci Zemé (nabyvaji velmi malych
hodnot) a zplosténim referencniho elipsoidu (zplosSteni f je velmi malé), ziskame ptiblizny

vztah pro normalni tithové zrychleni y (Heiskanen a Moritz 1967)
i-;y(rp,,ep,), (5.30)

kde a je velikost hlavni poloosy referen¢niho elipsoidu. Dosadime do rovnice (5.27) a
ziskame vztah pro tihovou anomalii

oy (r.0)| T(r,.60,.2,)
on ‘P' 7/(rp'7HP')

Ag(rmepa/iparp”ep’)=5g(rPaeP’/1P)+

2
=é‘g(rP’eP’ﬂ’P)_;T(rPaeP’ﬂ’P)' (531)
Pti pouziti sférické aproximace n ~ r ptejde rovnice (5.31) do tvaru
oT (r,0,4
Ag (70, 2y) __or(0.4) 2 7(r.0,.2,), (5.32)
or T

kde Ag(7,.0,,4,) je hodnota tihové anomalie, T(7,,6,,4,) je hodnota poruchového
tthového potencidlu v bodé¢ P na topografii a r, je velikost privodice bodu P na

topografii. Tato rovnice popisuje druhou moznost, jak mize byt zadana okrajova podminka

pro poruchovy tihovy potencial 7. Tato okrajova podminka se obecné nazyva Newtonova

'* Molodénskij, Michail Sergejevi¢ (1909-1991) — rusky matematik a geodet
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(Robinova) a je soucasti tieti (smiSen¢) okrajové ulohy. Pro poruchovy tihovy potencial T
se tato Giloha nazyva Stokesova'’.
Stejnym postupem je mozné popsat tthovou anomalii, kterd je vztazena k bodiim na

geoidu a na referen¢nim elipsoidu. Sférickou aproximaci n ~ r ziskame vztah

Ag(rg,eg,zg)z—w —%T( 92, (5.33)
0

kde bod Q lezi na geoidu (viz obr. 5-1).

5.3 Reseni Dirichletovy ulohy

Vn¢jsi Dirichletova tloha pro obecnou funkci 7 v bod¢€ o soutradnicich (r, o, l) s
splnujici Laplaceovu diferencialni rovnici vné uzaviené oblasti, ma tvar
2T(r, 6?,/1) =0, pror>r,
T(r,ﬁ,ﬂ)zr(rB,ﬁB,lB), pror=ry, (5.34)

limr(r,@,/l)zo,

r—»w
kde 7(ry,6,,4,) je znama plodné integrovatelnd funkce, kterd urcuje hodnoty funkce
z'(r, 49,/1) na hranici oblasti. Tato tloha tedy ur€uje hodnotu funkce z wvné hranice za

predpokladu, ze hodnota této funkce na hranici je zndma. Necht tato hranice vymezuje
plochu o obsahu S, jejiz plosny element ozna¢ime dS. ReSenim takto zadané Dirichletovy

ulohy pro r >r, je Abel-Poissonlv integral (Kellogg 1927, Bjerhammar 1963)

7(r,0,2) = ﬁ FysOs A VK (710,215,020 VS (1,00 A ) - (5.35)

Integra¢ni jadro K (r, 19,/1,1’8,:93,13) se nazyva Greenova funkce. Pokud bude S povrch

nahradni koule o poloméru R, je obsah pfisluiné kulové plochy dan vztahem S =47zR’ a

plodny element ve sférickych soufadnicich je uréen vztahem dS = R’sinfdAd0. Abel-

Poissontv integral je potom popsan rovnici

13 Stokes, George Gabriel (1819-1903) — irsky matematik a fyzik
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(r,6,2) ——H (R,6,,2,)K (1w ,R)sin6,d2,d6), , (5.36)

7 G325

kde y je uhlova sférickd vzdalenost mezi bodem vn¢ ndhradni koule o sférickych

soufadnicich (r, 49,/1) , ve kterém je ur€ovana hodnota funkce 7, a integraénim bodem na

povrchu nahradni koule o sférickych soufadnicich (R,8,,4,). Uhlov4 sférick4 vzdalenost
v je uréena vztahem

cosy =cos@cosb, +sinfsin G, cos(A—4,). (5.37)
V piipad¢ integrace pres ndhradni kouli o poloméru R je mozné integracni jadro K

vyjadfit analyticky pomoci nekonecné fady (Kellogg 1927)

K(r,y/,R)=i(2n+1)[£JH P (cosw). (5.38)
n=0 r

kde P je Legendreliv polynom prvniho druhu (viz Dodatek C, rov.C.7), nebo

Vv uzavieném tvaru

K(ry.R)= () _ (5.39)
(r2 +R*>—2rRcos l//)i

V predchozim odstavci jsme predpokladali, ze hranici pfes kterou se integruje je
kulova plocha §. V geodézii se jako hrani¢ni plocha vyuziva také referencni elipsoid.

Vzhledem k symetrii referen¢niho elipsoidu je mozné 1 v tomto pfipadé urcit integracni

vvvvvv

Pti uréovani poruchového tihového potencidlu 7 pomoci rovnice (5.36) je vSak

nutné fesit inverzni tlohu (Fredholmuv integral prvniho druhu), protoze nezndmou funkci
je v tomto piipadé€ poruchovy tihovy potencial T (R, 0, /?,B) v bodech na nahradni kouli, tj.

uvnitt integralu. Reseni tohoto numericky nestabilniho integralu je popsano v nasledujici

kapitole.

5.4 Vyuziti Dirichletovy ulohy pri popisu tihového pole

Zakladni problém pfi feSeni poruchového tihového potencidlu je rozpor mezi daty,

ktera jsou vyzadovana vzhledem k pouzitym matematickym metoddm, a mezi daty, ktera je
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skutecné mozné mefit. Pii feSeni Dirichletovy ulohy piedpokladdme nejprve znalost
poruchového tihového potencialu 7' na geoidu. Hodnotu poruchového tithového potencidlu
T ale neni mozné piimo méfit. Proto nelze vyuzit klasické teSeni Dirichletovy ulohy

s okrajovou podminkou
T(r,0,2)=T(r;,0,,4;) pror=ry, (5.40)
kde T (rB,ﬁB,/iB) je hodnota poruchového tihového potencidlu na geoidu, kterym je Abel-

Poissontiv integral

T(r,e,ﬂ)=%ﬂT(rB,eB,/lB)K(r,e,z,rB,eB,zB)ds(rB,eB,zB). (5.41)

N

Pokud v bod¢ o sférickych soutadnicich (r, 0,1) lezicim vné geoidu aplikujeme obecny

diferencialni operator f na rovnici (5.41), ziskame modifikované feSeni Dirichletovy tlohy

s okrajovou podminkou (5.40), opét ve formé Abel-Poissonova integralu (Novak 2003):
1
f[T(r,@,ﬂ,)]:E“T(rB,HB,ZB)f[K(r,6’,/1,rB,QB,ﬂB)JdS(rB,QB,lB), (5.42)
S

kde K(r, Q,A,rB,GB,iB) je stejné integracni jadro jako v klasické Dirichletové uloze.

Protoze geoid neni zndm, pouzijeme opét jako hranici nahradni kouli o poloméru R.
Ziskame tak feSeni modifikované Dirichletovy ulohy ve tvaru
1 .
f11(r.0,2)] :Ei LT(R,@B,AB) fK (r.w.R)]sin0,d ,d6, . (5.43)
V kapitole 5.2.1 a 5.2.2 byly pfi pouziti sférické aproximace odvozeny dvé okrajové

podminky, které je mozné pouzit pii feSeni poruchového tihového potenciélu:

oT (r,0,4
5g(rp,ep,/1p)=—% : (5.44)
P
orT(r,0,1 2
Ag(rp,ﬁp,/lp):—(T) —r—T(rP,HP,ﬂ,P), (5.45)
P P

kde T(rp,0,,4,) je hodnota poruchového tihového potencidlu v bodé P o soufadnicich
(rP,GP,ﬂp), ktery lezi na topografii. V pfipad¢ tihové poruchy og byl na poruchovy

tithovy potencial T pouZzit operator f,:

fi=——, (5.46)
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v ptipad¢ tithové anomalie Ag byl pouzit operator f, :

fi=—2 -2, (5.47)

Aplikaci operatorit f,, f, v bod€ P na Abel-Poissonilv integral ziskame feSeni ve tvaru:

1 .
5g(rp,ep,zp)=ﬂ [[ T(R.6,,2,) £,[ K (ro. . R) ]sin 0,d 1,6, ,  (5.48)
O s
1 .
Ag(rp,ep,zp)za [[ 7(R.6,,2,) £,[ K (v ¥ R) |sin6,d2,d0,,  (549)
gBlB

kde T(R,0,,2,) je uréovana hodnota poruchového tihového potencialu 7 v bodech
o soufadnicich (R,6,,4,), které lezi na nahradni kouli, a f [K (rp,l//,R)] je prislusné

integracni jadro, které lze odvodit aplikaci ptisluSného operdtoru na funkeci v rovnici
(5.39). Hodnoty tihové poruchy a tihové anomadlie v bodé¢ P na povrchu topografie je
mozné urcit z tthovych méfeni. Vysledkem této ulohy je hodnota poruchového tihového
potencialu 7 na nahradni kouli. Tento postup spojuje klasické dvoukrokové feSeni
poruchového tihového potencidlu na geoidu (viz kap. 5.5) do jednoho kroku, kterym je

feSeni Fredholmova integralu prvniho druhu.

5.4.1 Reseni inverzni Dirichletovy ulohy

YoM v

Pomoci integralti (5.48) a (5.49) nelze poruchovy tihovy potencial 7 spojité fesit.

Pravou stranu rovnice (5.48) je nutné prevést na diskrétni tvar

5g(rp,0p,ip)=ﬁzn:”.T(R,HB,XB)fl[K(I’P,l//,R)]dQ(QB,ﬂB), (5.50)

=1 AQ,
kde AQ. je koneCny element prostorového thlu €, ktery vznikl diskretizaci integralu pies

cely prostorovy thel Q. Pouzitim véty o stfedni hodnoté (Drabek, Mika 1999) 1ze rovnici

(5.50) prepsat do tvaru

T(AQ)K;, (5.51)

. 1 n _ 1 %
5g(,,P7¢9P,,1P):EZT(AQI.)H]Z[K(rp,w,R)]dQ(HBJB):E

kde T(AQ,) je stiedni hodnota poruchového tihového potencilu na elementu povrchu

ndhradni koule ur¢eném prostorovym tGhlem AQ,. Hodnotu K, integra¢niho jadra lze
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ziskat integraci funkce f [K (l‘P ,l//,R):I na ptislusném ploSném elementu nahradni koule

daném prostorovym thlem AQ,. Ziskame tak pfeurCenou soustavu rovnic, kterou lze

zapsat ve tvaru
| = AT, (5.52)

kde | je vektor méfenych hodnot tihové poruchy o g(rP,HP,ip), A je matice soustavy a

t je vektor hledanych stiednich hodnot poruchového tihového potencidlu, tj.

T=[T(8Q).7(AQ,)....T(2Q,)] . (5.53)
Obdobné¢ 1ze diskretizovat pravou stranu integralu v rovnici (5.49)
Ag(rP,HP,/”LP)i%iT(AQi)Ki**, (5.54)
T =1

kde hodnota K" integracniho jadra byla ziskdna integraci funkce fz[K(rP,t//,R)] na

pfislusném plosném elementu povrchu nédhradni koule uréeném prostorovym thlem AQ..
Vzniklou soustavu rovnic lze zapsat ve tvaru

k=Bt , (5.55)
kde Kk je vektor métenych hodnot tihové anomalie Ag (rP, 0,, AP) , B je matice soustavy a

t je vektor hledanych stiednich hodnot poruchového tihového potencialu, viz rov. (5.53).

5.5 Dvoukrokoveé reseni poruchového tihového potencialu

Ulohu na ur&eni poruchového tihového potencialu 7 na geoidu je mozné fesit také
dvoukrokové. Existuji dva zpisoby dvoukrokového feSeni, které se opét 1isi vstupnimi
daty. Pokud zname elipsoidalni vySku 4 bodi, ve kterych bylo méfeno tihové zrychleni,

vychazi se pii feSeni ze vztahu pro tihovou poruchu &g . Pokud elipsoidalni vyska neni
dana, je nutné pouzit vztah pro tthovou anomalii Ag. Tento zptsob je tradicné pouzivan

pii vypoctech geoidu.
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5.5.1 Reseni pomoci tihové poruchy

Ze vztahu pro tihovou poruchu Ize odvodit vztah (5.22) mezi poruchovym tihovym

potencidlem 7' v bod¢€ na topografii a hodnotou tithové poruchy 6g ve stejném bodé¢. Pro

vypocet poruchového tihového potencialu na geoidu je ale nutna znalost tihové poruchy
v bod¢ na geoidu a nikoli v bod¢ na topografii. Problém prevodu hodnot tihové poruchy
z povrchu topografie na geoid se nazyva harmonické prodluzovani tihovych dat. Tato

uloha je zalozZena na vnéjsi Dirichletové illoze s volnou hranici, kterd je zadana vztahy

V’rég(r,0,4)=0, probody vné geoidu,,
rég(r.0,A)=r, 5g( .0y, 2, ), pro bod Q na geoidu, (5.56)

limsg(r,0,4)=0".

r—>o0
ProtoZe priibéh geoidu neni znam, budeme v dal$im textu opét aproximovat geoid nahradni
kouli o poloméru R. V uloze popsané vztahy (5.56) jsou znamé hodnoty tihové poruchy

og v bodech na topografii, tj. vné geoidu. Vzhledem k podmince harmoni¢nosti tihové

poruchy vné geoidu je nutné opravit vstupni data o vliv topografickych hmot a atmosféry

(Heiskanen a Moritz 1967). V této diplomové praci tato problematika neni diskutovéna.

Necht je bod P na topografii opét uréen soutadnicemi (7,,8,,4,). ReSenim Dirichletovy

ulohy v tomto bod¢ je Abel-Poissoniiv integral

108 (173 Ops Ap) = —— H 5g(R.0,.4y) K (1, .R)sin0,d2,d0,.  (5.57)

T 6,5,

Integral pies ndhradni kouli je v tomto pfipadé mozné nahradit integralem pies jeji Cast.
Véhovym parametrem vlivu hodnot o g(R,QQ,ﬁQ) na hodnotu tihové poruchy
v uréovaném bodg P je integratni jadro K (r,,w,R). Z pribéhu této funkce je ziejmé, Ze
se vliv hodnot & g(R,QQ,/i ) s rostouci hodnotou sférické vzdalenosti y rychle snizuje.

Hodnota 6 g(rP,GP,/”tP) je tedy ovlivnéna pfedev§im hodnotami tihové poruchy v bodech

na ndhradni kouli, které jsou nejblize vypocetnimu bodu. Je tedy mozné integrovat

s vysokou piesnosti pouze lokalné. Lokalni integrace umoziiuje fesit inverzni ulohu, kde

'® Podminka regularity tihové poruchy v nekone¢nu je splnéna. Tento vztah plyne piimo z definice tihové
poruchy.
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nezndmé hodnoty o g(R,QQ,ﬂQ) jsou uvnitt integralu (viz kap.5.4.1). Ziskame tak

diskrétni hodnoty tihové poruchy og (R, 0y, 4 ) v bodech na nahradni kouli o poloméru R.
Pokud jiz zname hodnoty tihové poruchy og (R, 0,, /1Q) na nadhradni kouli

aproximujici geoid, mizeme fesit pievod téchto hodnot na poruchovy tihovy potencial 7 .
Vztah mezi tithovou poruchou a poruchovym tihovym potencidlem popisuje rovnice (5.22)

odvozena v kapitole 5.2.1:

or(r,0,1
5g(R,<9Q,,1Q)=—L (5.58)
or
0
Resime tedy druhou (Neumannovu) okrajovou tilohu, ktera je zadana vztahy
VZT(F,H,/I) =0, pror>R,
oT (r,0,4)
— =05g(R.0,.4,), pror=R, (5.59)
0
lim7(r,0,4)=0.
Resenim této ulohy pro body na nahradni kouli o poloméru R je Greeniv integral
R :
T(R.0.2)=— [| 5g(R.0p.2 ) H (v )sin ,d 2,d0, (5.60)
bo-%0

Integraéni jadro H (y) se nazyva Hotinova sféricka funkce (Hotine 1969). Tato funkce je

uré¢ena fadou

H(w):izn+lf§,(cosz//), (5.61)

= n+l

kde P, je Legendretiv polynom prvniho druhu. Hotinovu sférickou funkci Ize popsat také

uzavienou formuli (Hotine 1969):

H(y)= (sin%]l —ln{H(sin%jl}. (5.62)
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5.5.2 Reseni pomoci tihové anomalie

Pokud nezname elipsoidalni vysky bodi, ve kterych bylo méfeno tithové zrychleni
g, nemuzeme urcit tthovou poruchu 6g v bodech na topografii. Proto je nutné pouzit
veli¢inu, ktera tthovou poruchu nahrazuje. Touto veliinou je tthova anomalie Ag, ktera je
vztazena ke dvéma bodim, z nichz jeden lezi na topografii a druhy na Molodénského
telluroidu. Tihovou anomadlii Ize odvodit z normalnich vysSek, které je mozné urcit

z nivelanich méfeni. Pii pouziti sférické aproximace uvedené v kapitole 5.2.2 se tithova

anomalie vztahuje pouze k bodu P o soufadnicich (r,,6,,4,) leZicimu na topografii.

Tihovou anomalii Ag na topografii lze urcit z tihovych méfeni. Stejné jako
v ptipad¢ tithové poruchy, také v tomto piipad¢ je pro dalsi vypocty nutné znat hodnotu
tihové anomalie nikoli na topografii, ale na geoidu. Tento pfevod opé€t vychazi z vné&jsi
Dirichletovy tilohy, kde volnou hranici — geoid nahradime kouli o poloméru R. Resenim je

op¢t Abel-Poissonilv integral

PG (1ps Oy A ) = —— H Ag(R.6,,2 ) K (1, .R)sin 6,d ,d6), . (5.63)

teQ
Hledané hodnoty tihové anomalie Ag(R, 0y, % ) ziskdme opét feSenim inverzni tlohy (viz
kap. 5.4.1).
Tihova anomalie Ag(R,HQ,iQ) ur¢end v predchozim odstavei definuje okrajovou
podminku pro tfeti (Newtonovu, Robinovu) okrajovou tulohu, kterd se pro poruchovy

tihovy potencial T nazyva Stokesova tloha:

VzT(r,H,ft):O, pror>R,

_W ]23 (RH l) (RH A ), pror=R, (5.64)

imT(r,0,2)=0.

r—o

Resenim této ulohy pro body na nahradni kouli o poloméru R je Greeniiv integral

T(R,0,4)=— ﬂ Ag(R.6,,2,) S (v )sinB,d4,d0), . (5.65)

s
Integracni jadro S(z//) se nazyva Stokesova sférickd funkce (Stokes 1849; Heiskanen

a Moritz 1967). Stokesova funkce je ur€ena fadou
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S(y/):izn+llﬂ(c051//), (5.66)

n=2 -
kde P, je opét Legendreiv polynom prvniho druhu. Lze ji popsat také uzavienou formuli

(Stokes 1849):

1
S(y)= (sin%) —6sin%+l—5cosy/ —3c051//ln(sin%+sin2 %) . (5.67)

5.6 Brunsuyv teorém

Stokesova a Hotinova uloha umoziiuji urc¢it poruchovy tihovy potencial 7' na geoidu
z tihovych dat, kterd je mozné meéfit na povrchu ¢i vné Zemé. Z hodnot poruchového
tihového potencialu 7 je potom mozné urcit hodnoty tihového potencidlu I, ktery popisuje
skutecné tihové pole Zemé. K urceni pribéhu geoidu je ale potieba urcit geoidalni vysky
N. Pievod poruchového tihového potencidlu 7 na vysky N umoznuje Brunsiiv teorém.

Geoid je hladinova plocha tihového pole Zemé s konstantni hodnotou tihového

potencidlu W =W, = konst. Referen¢ni elipsoid je definovan jako hladinova plocha
normalniho tihového pole s konstantni hodnotou normalniho tihového potencialu U, ktera

je rovna tithovému potencidlu na geoidu, tj. U, =W, . Pro bod QO na geoidu o soufadnicich
(rQ, 0, /1Q) a bod Q' na referen¢nim elipsoidu o soufadnicich (rQ,,HQ,,/IQ,) tedy plati

W (120,49 ) =U (120, ) = W, (5.68)
kde W(rQ,HQ,/lg) je skute¢ny tihovy potencidl v bod¢ na geoidu a U (rQ,,GQ,) normalni

tihovy potencial v bod¢ na referenénim elipsoidu. Necht' tyto body lezi na normale
k referencnimu elipsoidu. Potom lze vyjadfit hodnotu normalniho tihového potencialu

v bodé€ na geoidu pomoci prvnich dvou ¢lent Taylorova rozvoje

oU (r, 9)
ulr,.6,)=U\r,,0,)|+———=| N, 5.69
(70:00) = U (71,0, ) on | (5.69)
0
kde N je geoidalni vyska. Rada velmi rychle konverguje k nule, dalsi ¢leny je tedy mozné

zanedbat. Z definice normalniho tthového zrychleni Ize odvodit vztah
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, (5.70)

kde 7(rQ,,6’Q') je slozka normalniho tihového zrychleni ve sméru normaly » k elipsoidu.

Po dosazeni tohoto vztahu do rovnice (5.69) lze vyjadiit hledanou geoidalni vysku N :

NiU(rQ’eQ)_U(rQ"eQ’)' (571)
~7(10:6)
Navic plati, ze
Ul(rys 0y ) =Wy =W (15.6,.2,). (5.72)
tedy po dosazeni
NiU(FQ’HQ)_W(VQ’QQ’/1 ) _T(FQ’QQ’/IQ) (5.73)
~7 (76 7(r0-0y)
Pro geoidalni vySku N bodu Q o soufadnicich ( ) leZicim na geoidu tak ziskame
vztah (Heiskanen a Moritz 1967)
N = M, (5.74)
7 (70+6y)

kde T ( N ) je poruchovy tihovy potencidl v bodé Q na geoidu a y(rQ,,é?Q,) je

hodnota normalniho tihového zrychleni v bodé¢ Q' na referencnim elipsoidu. Nyni je

ziejmé, pro¢ jsme se snazili vypocitat poruchovy tihovy potencial 7 na geoidu.

5.7 Molodénského uloha

Vsechny tulohy, které byly popsany v predchozich kapitolach, vedly k urceni
geoidu. Behem feSeni bylo nutné nejdiive zndmé hodnoty tihového zrychleni redukovat
o vliv viech hmot vné geoidu a pievést je z povrchu Zemé (topografie) na geoid. Uloha
harmonického prodluzovani tihovych dat je ale inverzni uloha. Navic jsou data pfevadéna
na plochu, kterd neni znama. Dale je nutné méfené hodnoty tize opravit o topografické
redukce, které je pro neznalost piesn¢ho rozlozeni hmot uvnitt topografie velmi slozité
spocitat. Vysledkem tedy bude pouze piiblizné tfeSeni geoidu. Molodénského twloha
(Molodénskij 1945) tesi poruchovy tihovy potencial 7 pfimo na topografii. Proto zde
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odpada krok, ve kterém byla data harmonicky prodluZovéna na geoid. Nemusi se tedy fesit
zadna inverzni Uloha ani zavadét topografické ¢i atmosférické korekce. Nevyhoda této
ulohy ale spoc¢iva ve velmi komplikované hranici, na které probiha vypocet. V pfedchozich
pfipadech bylo mozné nahradit hranici — geoid ndhradni kouli, popf. referen¢nim
elipsoidem. Pfi lokalnim feSeni jsou odchylky obou nédhradnich ploch od geoidu velmi
malé. V Molodénského tloze je ale hranici povrch topografie, jehoz odchylky od
referencniho elipsoidu dosahuji az nékolika kilometri. Topografii tedy nelze bez dalSich
oprav aproximovat jednoduchou nahradni plochou. Proto neni poruchovy tihovy potencial
T urcen stejné jako v predchozich ptipadech jednou integralni rovnici, ale je vyjadien ve

form¢ nekonecné fady
T=>T,. (5.75)

Poruchovy tihovy potencidl urceny Molodénského ulohou na povrchu topografie také
nevede k uréeni geoidalnich vysek, ale vede k uréeni vyskovych anomalii. ReSenim je tedy
kvazigeoid. Cleny fady definované v rovnici (5.75) je mozné uréit riiznymi zpiisoby.
Jednou z moznosti je feSeni rakouského geodeta Moritze (Fei 2000), ktery analyticky

prodlouzil tihové anomadlie z topografie na pomocnou kouli prochazejici vypocetnim

bodem P o soufadnicich (RP,GP,AP) a na tyto tithové anomadlie nasledné aplikoval

sférickou Stokesovu formuli. Clen nultého adu 7, ve vypocetnim bodé P na topografii

popisuje hodnotu poruchového tihového potencidlu v tomto bod¢ za predpokladu, ze

hodnoty tihové anomalie jsou naméfeny v bodech na pomocné kouli o poloméru R, a
nikoli v bodech na povrchu topografie o soufadnicich (rP,H,ﬂ,) - viz obr. 5-2 (index P

u soufadnice r, znaci, Ze se jedna o body na povrchu topografie).
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povirch topografie

pomocna koule o
'- )
P polomém &

nahradni koule o polomém E
aproxzimuyjici geoid

Obrazek 5-2: RozloZeni dat v Molodénského uloze

Clen T, je potom dan sférickou Stokesovou formuli (viz rov. 5.65)

Ty (Rps 0, 4p) ——jjAg 7, 0,2)S (w)sin 0d d6 , (5.76)

kde Rp je polomér koule, ktera nahrazuje topografii v bodé P, Ag(r,,6,,4,) je tihova

anomalie v bodech na topografii. Cleny T}, jsou tedy obecn¢ dany vztahem

T,(Ryp,6p,2p) j g, S(v)sin0d 2d6, (5.77)

kde
g, =Ag v bodech na topografii,

g =—(H-H,)L(g,). (5.78)

&> =—(H—HP)2L[L(gO)},

Operator L je dan rovnici

L(f):—% Mﬂflsf” ds . (5.79)

V uvedenych rovnicich je H ortometrickd vySka bodl pies které¢ se integruje, Hp je
ortometrickd vySka vypocetniho bodu P, R je polomér koule aproximujici geoid, f, je

hodnota funkce f'v bod¢ P, /y je sférickd vzdalenost bodl lezicich na kouli o poloméru R,

. (v
ty. 1, =2Rs1n(3j.
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Ackoli neni zcela vyfeSen problém diikkazu konvergence tady (5.75), staci pro

vypodet poruchového tihového potencialu pouzit pouze nékolik prvnich &lent této fady'’.

5.8 Ukazka vypocétu kvazigeoidu na zakladé kombinace tihovych

méreni

Jak bylo fe¢eno v uvodu kapitoly 5, tihovy potencial W je mozné rozd¢lit vzhledem
k méfenym datim na globalni a reziduélni slozku. Globalni slozku tihového potencialu W
je mozné popsat pomoci sférické harmonické tady (viz. kap. 3.1.2). Rezidudlni slozka se
pak tesi predev§im pomoci okrajovych tloh popsanych v kapitolach 5.4 a 5.5. Zptsob
urceni tihového potencialu W kombinaci globalni a rezidudlni sloZzky nebyl v této praci
diskutovan.

Cilem tihovych méfeni Casto neni popis tihového potencidlu W, ale urceni jeho
konkrétni hladinové plochy — geoidu. V zemich, kde se pouzivaji normalni vysky, je geoid
nahrazen kvazigeoidem. Nasledujici ukazka popisuje vysledky méfeni kvazigeoidu na
tizemi Ceské republiky (Novak 2006). Obr. 5-3 zobrazuje kvazigeoid ureny souétem
sférické harmonické fady do stupné n =120. Rezidualni slozka byla ziskana z métenych
lokalnich tihovych dat, z nichz byla odectena data jiz zahrnutd v globalni sloZce popsané
harmonickou fadou. Rezidualni sloZka je zobrazena na obr. 5-4. Vysledny kvazigeoid (viz

obr. 5-5) je ur¢en souctem globalni a rezidualni slozky (tj. hodnot na obr. 5-3 a 5-4).

' Pocet pouzitych Elenti fady zavisi na ¢lenitosti terénu. I ve vysokych horach ale vétsinou staéi pouzit prvni
dva cleny fady.
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6 Odhad chyb urcovanych parametrii

6 Odhad chyb uréovanych parametrt

Chyby urcovanych parametri je mozné urcit pomoci zdkona hromadéni stfednich
chyb. Tento zdkon popisuje, jak chyby vstupnich dat ovlivni piesnost vystupnich veli¢in.
Necht’ jsou urfované veli€iny x,x,,...,x, dany linedrnimi rovnicemi s méfenymi

m

hodnotami /,,7,,...,/ :

x=Al, (6.1)

kde 1 =(1,L,,...,1,)" je vektor m&fenych hodnot, A je matice soustavy linearnich rovnic,

X =(%,%,..,%,) je vektor nezndmych. Predpoklidame, Ze kovarianéni matice E,
méfenych hodnot /,/,,...,] je také zndma. Matice X, md na diagonale variance méfenych
hodnot /;, prvky mimo hlavni diagonalu (kovariance) popisuji vzajemnou zavislost
méfickych chyb hodnot /. Za pfedpokladu, Ze chyby métenych hodnoty /,/,,...,[, jsou
navzajem linearné nezavislé (pfi méfeni se nevyskytovaly systematické chyby), potom

matice X, je diagonalni:

o] 0 - 0

s - 0 o 0
[ . ’ (62)

0 .0

0O - 0 013

kde af_ je variance (stiedni kvadraticka chyba) ptislusné naméfené hodnoty /.. Zakon
hromadény stfednich chyb je popsan vztahem (Reif 2004)

T =AZ A", (6.3)
kde X, je kovarian¢ni matice ur€ovanych veli¢in x; ve vektoru X, A je matice soustavy
linearnich rovnic (6.1). Kovarian¢ni matice X, obsahuje na diagondle hledané variance
veli¢in x;.

V teorii tihového potencialu se poruchovy tihovy potencial T fesi nejCasteji pomoci
dvou uloh — Stokesovy ulohy a metody spektralniho rozkladu. Na tyto ulohy je mozné
aplikovat vySe popsany zédkon hromadéni stfednich chyb, ktery pfi odhadu sttednich chyb

vstupnich dat umozni ur€it odhad stfedni chyby poruchového tihového potenciélu 7.
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6 Odhad chyb urcovanych parametrii

6.1 Stokesova uloha

Reseni Stokesovy ulohy je popsano rovnici (5.65):

T(R,H,i):% [[ Ag(R.05.4,)S (v)sin0,d2ydb, , (6.4)
0.2

kde R je polomér ndhradni koule aproximujici geoid, Ag(R,HQ,/i ) jsou hodnoty tihové

anomalie v bodech na této kouli a § (l//) je Stokesova sféricka funkce. Protoze hodnoty

Ag (R,@Q,ZQ) jsou znamy pouze lokaln¢ v diskrétnich bodech, nahradi se tento integral

koneénou fadou

T(R,0,2)= iiA (R.0.2,)S(v,)sin6,A2A0, (6.5)

i=l j=1

_R
4r
kde Ag(R,&i,/l j) Je stfedni hodnota tihové anomalie pro konkrétni hodnoty Ghla 6,4, .

Protoze thlové elementy AA, A@ popisuji element prostorového thlu AQ, lze zapsat fadu

(6.5) ve tvaru souctu pies tyto elementy prostorového tihlu:

izAg(AQ[)S(%)AQi : (6.6)

i=1

T(R,0,2)=

Vztah pro vypocet poruchového tihového potencialu 7 lze tedy popsat rovnici
t=Al, (6.7)
kde t je vektor ur¢ovanych hodnot poruchového tihového potencialu 7, | je vektor znamych

hodnot tihové anomalie Ag, A je matice soustavy. Hodnota poruchového tihového
potencialu v konkrétnim bod¢ je dana vztahem
T=a-l, (6.8)
kde a je piislusny fadek matice soustavy A a | je vektor znamych hodnot tihové anomalie
Ag . Podle zakona o hromadéni chyb je variance o, poruchového tihového potencidlu
v tomto bod¢ ur¢ena vztahem
o, = aZAgaT : (6.9)
Matice Z,, je kovarianéni matice hodnot Ag(AQi) ziskanych z tithovych meéfeni. Za
pfedpokladu, Ze chyby méfeni jsou nezavisle, matice X,, je diagonalni. Vektor a je urcen

vztahem
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6 Odhad chyb urcovanych parametrii

R R
a:(ES(V/I)AQI,...,ES(WN)AQNJ. (6.10)

Matice X,, je dana vztahem

O'Zgl 0 0
0 o, 0
N fe : (6.11)
: 0 0
0 e 0 O'igN

Problémem urceni stiedni chyby poruchového tihového potencidlu 7' pomoci zékona

hromadéni stfednich chyb je skutecnost, Ze u vstupnich hodnot Ag(AQ,) je t&zké

odhadnout jejich varianci. Navic chyby méfenych hodnot nejsou nezévislé, tedy matice

X, ve skuteCnosti neni diagondlni. Pro sestrojeni matice X,, se nékdy pouZiva apriorni
jednotkova stredni chyba o, ktera je konstantni pro vSechny méfené hodnoty. Matice X,

je potom urcena vztahem

10 0] [ o 0
0 1 0 0 o2 0

Ze=00|, ol=] g ol (6.12)
0 0 0 0 o

6.2 Sférické harmonické rady

Pti pouziti metody spektralniho rozkladu je poruchovy tihovy potencial 7 v bodé

o soufadnicich (7, ¢, 4) uréen souctem sférické harmonické fady

G,M N n R n+l _
T(r,(/),/l):TZZ(?] (A,imcosm/1+l_?:’msinmﬂ)ﬁnjm(cosﬁ), (6.13)

n=2 m=0

kde 4, a B, jsou plné normované koeficienty ziskané linearni kombinaci plné

m

normovanych Stokesovych koeficientt 4 ,B  a koeficientl J,. Vzhledem k tomu, Ze

¢leny pro n=0 a n=1 jsou vzhledem k definici referen¢niho elipsoidu stejné v fad¢ pro
skutecny tithovy potencidl W i pro normalni tihovy potencial U, scCitd se fada pro poruchovy

tihovy potencial 7 az od ¢lenti pro n=2. Vstupnimi hodnotami vypoctu poruchového
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6 Odhad chyb urcovanych parametrii

tihového potencidlu jsou tedy plné normované koeficienty Z:’m a B , které jsou uréeny

n,m?

s pfislusnou stfedni kvadratickou chybou o> ,o. . Tyto chyby jsou ve skuteCnosti

stiedni kvadratické chyby koeficienti 4,, a B,,. Koeficienty J, jsou vzhledem

n,m

k matematickému popisu referencniho elipsoidu a jeho normélniho tihového pole urceny

presn&. Stiedni kvadratické chyby o> a o lezi na diagonale kovarianéni matice

d n,m

0 rozméru ((n+1)(n+2)—n—5) :

a%o 0 0 0
2
0 O'Ajz,yl 0 0
ot =| 0 0 oL 0 1 | (6.14)
0 . 0
0 0 0 o

Také v tomto piipadé se predpoklada, ze stfedni chyby koeficientli jsou nezavislé, tedy

*

matice X, , je diagondlni. Variance a% ,03 koeficientli 4;,, B], jsou zndmé. Vztah

koef n,m

pro vypocet poruchového tithového potencial 7' 1ze popsat rovnici
t=Bk, (6.15)
kde t je vektor uréovanych hodnot poruchového tihového potencialu 7, k je vektor plné

normovanych koeficientl Z:’m a B’ , B je matice soustavy. Hodnota poruchového

tihového potencidlu v konkrétnim bod¢ je dana vztahem
T=b-k, (6.16)
kde b je prislusny tfadek matice soustavy B a Kk je vektor plné¢ normovanych koeficienti

A' . B’ . Podle zikona o hromadéni chyb je variance o, poruchového tihového

n,m n,m*
potencialu v tomto bodé ur¢ena vztahem

cl=bg, b (6.17)

koef
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6 Odhad chyb urcovanych parametrii

Vektor b ma slozky

-
(ﬂf cos AP, (cos 0)
(

; (6.18)
j sin AP, (cosd)

R N+l
(—j sin NAP, , (cos0)

~
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7 Zaver

Cilem této prace byl popis zakladnich matematickych postupli pouZivanych
v geodézii pii feSeni vybranych parametrii tihového pole Zemé. Ackoli matematické
modely popisujici feSeni za ptredpokladu ideédlnich vstupnich dat jsou dobfe znamé a
relativné snadno feSitelné, neni mozné je pouzit bez dalSich uprav. Komplikace, které se
pfi popisu tithového pole Zemé a feSeni jeho zdkladni hladinové plochy — geoidu —
vyskytuji, jsou zplisobeny predevsim nedokonalosti métenych vstupnich dat. Kvili témto
problémim je nutné hledat takové formy matematickych rovnic, které by umoznily
aplikaci namétenych dat. V nasledujicim textu budou uvedeny hlavni problémy, které se
pii feseni vyskytuji.

Nejvetsim problémem pii popisu tihového pole Zemé je neznalost rozlozeni
zemskych hmot. Pokud bychom znali hustotu zemskych hmot jako funkci polohy a ¢asu,
bylo by mozné urcit tihovy potencial v libovolném bod¢ vypocltem, napt. z Newtonova
objemového integralu. Protoze vSak neni mozné hustotu zemskych hmot urcit v kazdém
bodé, je nutné hledat jina feSeni vypoctu tihového potencialu.

Zakladnim predpokladem pii odvozovani vSech matematickych modeld pro
vypocet tihového potencialu Zemée z tihovych dat je skute¢nost, ze tthovy potencial W vné
geoidu spliiuje Laplaceovu diferencialni rovnici, tj. vné geoidu je harmonickou funkeci.
Geoid je ale definovan jako stiedni hladina svétovych oceant, probihajici i pod kontinenty.
Vné geoidu se tedy vyskytuji zemské hmoty a zemska atmosféra. Proto je nutné vSechna
meéifeni opravit o vlivy téchto hmot, které ale 1ze jen tézko urcit s vyssi piesnosti. Tento
problém nebyl v této praci vice diskutovan.

Za ptedpokladu, Ze tihovy potencidl je vné geoidu harmonickou funkci, je mozné
fesit Laplaceovu diferencialni rovnici. Reseni je odvozeno z dostupnych dat. DruZzicové
mefena tithova data jsou znama globalné, coz umoziiuje popis gravitacniho potencialu
harmonickou fadou. Tato fada obsahuje Stokesovy koeficienty, k jejichZ analytickému
ureni by bylo nutné znat globalni hodnoty gravitacniho potencidlu. Protoze gravitacni
potencial neni zndm, je nutné urcit Stokesovy koeficienty jinym zplsobem, napf.
z druzicovych dat. Pokud by byla k dispozici druzicova gradiometricka data (mise GOCE),
bylo by mozné urcit Stokesovy koeficienty az do stupné n~200. Dnes jsou Stokesovy

koeficienty urovany z druzicovym gravimetrickych méteni pfiblizn€ do stupné¢ n=150.
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7 Zaver

Metodou spektralniho rozkladu lze vSak urcit gravitaéni potencidl vzdy pouze piiblizn¢,
nebot’ neni mozné urcit nekone¢né mnoho koeficientii a secist nekonecnou fadu. Stupen
aproximace je zde dén poctem cClenil fady.

Druhou skupinou métenych tihovych dat jsou lokalni data, ktera 1ze ziskat pozemni
nebo leteckou gravimetrii ¢i gradiometrii. Pii tthovém méfeni na zemském povrchu je
uhlova rychlost rotace méfenych bodi nenulova. Tihovy potencial by tedy nesplioval
Laplaceovu rovnici ani v pifipadé, ze by méfena data byla opravena o vliv topografie a
atmosféry. Proto se pfi urCovani rezidudlni slozky tihového pole urcuje misto skute¢ného
tihového potencidlu W pouze poruchovy tihovy potencial 7, u kterého tento problém
nenastava.

Budeme opét predpokladat, Ze poruchovy tihovy potencial je vné geoidu
harmonickou funkei. Z méteni na topografii lze ziskat hodnoty tihové poruchy ¢i tihové
anomalie, které je mozné vyjadfit pomoci poruchového tihového potencialu. Tyto hodnoty
urcuji okrajové podminky v Neumannové (tthova porucha) a Robinové (tihova anomalie)
okrajové tloze. Aby bylo mozné pouzit je pro okrajovou ulohu na geoidu, je nutné
namétfené hodnoty tihové poruchy, popt. tihové anomalie nejprve pievést z topografie na
geoid. Tento pfevod se nazyva harmonické prodluzovani tihovych dat a je popsan vnéjsi
Dirichletovou okrajovou tllohou. Re$eni této ulohy je zndmé, problémem je ale hraniéni
plocha. Hranici je v tomto ptipadé geoid, jehoz prub¢h neni zndm. Proto je nutné geoid
nahradit jinou plochou, nejcastéji nadhradni kouli nebo referenénim elipsoidem.

Pokud nahradime geoid nahradni kouli, je mozné popsat feSeni Dirichletovy
okrajové ulohy pomoci sférického Abel-Poissonova hrani¢niho integralu. Zde se objevuje
dal§i komplikace, nebot’ nezndmé hodnoty jsou uvnitt integralu. Je tedy nutné feSit
inverzni ulohu. Tato inverzni Uloha by nebyla analyticky feSitelnd ani v pfipad¢, ze by
tihova porucha a tihova anomalie byly popsany spojitou globalné uréenou funkci. Z méteni
na topografii navic ziskame pouze diskrétni hodnoty obou veli¢in.

Pokud pievedeme Dirichletovou tllohou hodnoty tihové poruchy ¢i tihové anomalie
na plochu nahrazujici geoid, ziskdme okrajové podminky pro Neumannovu ¢i Robinovu
okrajovou ulohu pro poruchovy tihovy potencidl na dané nahradni ploSe. Pokud by
okrajové hodnoty byly zndmy kontinualné¢ po celé nédhradni plose, byl by feSenim obou
okrajovych tuloh pfisluSny Greeniv integral. Jak jiZ ale bylo zminéno, tithovou poruchu a

tthovou anomalii zndme pouze v diskrétnich bodech. Proto je nutné integral prevést na
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diskrétni tvar. Poruchovy tihovy potencial v daném bod¢ potom ziskame souctem
diskrétnich hodnot piislusného integrandu.

Uvedeny postup je klasickym dvoukrokovym feSenim poruchového tihového
potencidlu. Druhou moznosti je zobecnéné feseni Dirichletovy ulohy. Toto feSeni spojuje
oba predchozi kroky (ptevedeni tihovych dat z topografie na geoid a nasledné feSeni
prislusné okrajové tlohy) do jedné rovnice. I zde je ale tfeba provést inverzni vypocet.

Vyse popsané problémy vyskytujici se pfi vypoctu geoidu je mozné eliminovat
pouzitim Molodénského metody. Molodénskij fesil tithova data pfimo na topografii. Neni
tedy nutné provadét harmonické prodluzovani tihovych dat na geoid, pfi kterém se fesi
inverzni uloha. Navic poruchovy tihovy potencial na topografii splituje po korekcich
souvisejicich s vlivem atmosféry Laplaceovu diferencialni rovnici. Molodénského metoda
tedy eliminuje vétSinu pfedchozich komplikaci. Jeji nevyhodou je slozitd hranice — povrch
topografie, ktery neni mozné bez dalSich oprav nahradit jednodussi plochou. Proto je v této
uloze fesSeni pro poruchovy tihovy potencidl popsano nekonecnou fadou. Prvni ¢len této
fady urcuje hodnotu poruchového tithového potencidlu na kouli, kterd nahrazuje topografii
ve vypocetnim bodé&. Ostatni ¢leny popisuji korekce zavislé na ¢lenitosti topografie v dané
oblasti. Pro rovinné oblasti zemského povrchu je prvni ¢len velmi dobrou aproximaci
poruchového tihového potencidlu.

Z vyse uvedenych matematickych modelll ur€ovéni tihového pole Zemé vyplyva,
ze vzhledem k dostupnym datim neni mozné nalézt absolutné piesné feSeni. Kazdé
z uvedenych feseni obsahuje néjaké aproximace, které zplsobi, ze nalezené feseni je pouze
piiblizné. Ptesnost feSeni zavisi na piesnosti méfenych tihovych dat a na stupni
aproximace. V soucasnosti existuji pomérné presné modely tihového pole Zemé a geoidu,
kde jsou geoidalni vysky urceny kombinaci riznych tithovych dat fddoveé s decimetrovou
presnosti. V soucasnosti je snaha o odvozeni modelu geoidu ¢i kvazigeoidu
s centimetrovou piesnosti. Pak by bylo mozné provadét pievody elipsoidalnich vysek
méfenych aparaturou GPS na vysky nadmoiské reprezentované v CR vyskami normalnimi

(Balt po vyrovnani) v rdmci obvyklé geodetické presnosti.
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Dodatek

A. Matematické operatory

Mezi zakladni matematické operdtory vyuzivané v této praci patfi gradient,
divergence, laplacidn a rotace. VSechny operdtory zde budou uvedeny v kartézskych

soufadnicich (mathworld.wolfram.com; Zindulka 1999).

Gradient skalarni funkce /v bod€ ur€eném priivodiem r je vektor, ktery se znaéi

Vf (r) . Priivodi€ bodu r je ur€en v kartézskych soufadnicich vztahem
r=xi+yj+zk, ‘ (A.1)
kde koeficienty x, y, z jsou pravotihlé soufadnice daného bodu. Pro zkraceni zapisu budou

nasledujici vztahy uvadény s parametrem r, misto parametrd (x, y,z) (napf. misto zapisu

Vf (x.,2z) bude uveden zépis Vf(r)). Gradient je potom definovan vztahem:
Vf(r)=%(r)i+%fyi(r) i+ Z(r)r, (A2)

kde i, j,k jsou jednotkové vektory uréujici soustavu soufadnic. Misto symbolu V je
ﬁoiné pro gradient pouZit oznaCeni grad. Ackoli forma zapisu gradientu je zavisla na
zvolenych soufadnicich, gradient je na soufadnicovém systému nezavisly. Vektor
gradientu uréuje smér, ve kterém se hodnota pole méni nejrychleji, je to smér nejvetsi
smérové derivace.

Necht’ F je vektorové pole. Potom je lze rozloZit na tii skalarni pole, z nichz kazdé
piifazuje bodu ur€enému privodi¢em r jednu soufadnici vektorového pole. Pokud tato

skalarni pole oznagime postupné p, ¢, s, miiZeme vektorové pole zapsat ve tvaru
F(ry=p(r)i+q(r)j+s(r)k, (A.3)

kde i, j,k jsou jednotkové vektory. Skalarni pole definované vztahem

aivF (r) =L (r)+ 2L (r)+ 2
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se nazyva divergence vektorového pole F. Divergence stejné jako gradient neni zavisla na

soufadnicovém systému.
Necht F je vySe uvedené vektorové pole, F(r)=p(r)i+q(r)j+s(r)k.

Vektorové pole, definované vztahem

o ()= 240)-20) |1+ 20)-20)) i+ L) ()] (a5

se nazyva rotace pole F. Ani rotace nezavisi na soutadnicovém systému.

Skalérni pole definované vztahem
Af (r) =divVf (r), (A.6)
se nazyva laplacidn skalarniho pole /. Laplacian je tedy divergence gradientu, proto podle

definice divergence a gradientu plati

¥ (=57 (1) =an| L)+ L)+ L k|- 2L )+ 2L )+ 2L ). a0

8x2

tedy

8 8 & |
W (1) = S5+ S5+ 240, (A8)

Pokud je laplacian roven nule, tj. Af (r) =0, nazyva se tento vztah Laplaceova rovnice a
skalarni pole, kterd ji spliluji, se nazyvaji harmonicka.
Pfi oznaCeni gradientu se vyuziva symbolu V, ktery je moZné chapat jako forméalni

vektor

v=Li 2 9 (4.9)
ox Oy~ 0Oz

Tento vektor se nazyva hamiltonidn a &e se nabla. Pomoci formalniho vektoru V je

mozné upravit oznaceni vech vySe uvedenych operatort.

e Gradient je moZné chépat jako soudin vektoru V a skaldru U. Vztah

Vf (r) = (—xz+§;1+—:;kjf() Z(r )z+_(,~) f(r) (A.10)

vyjadtuje definici gradientu. Gradient skalarniho pole ftedy miZeme znadit V7 .
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e V npfipadé¢ skalarniho soucinu formélniho vektoru V a vektorového pole
F(r)=p(r)i+q(r)j+s(r)k ziskame vztah

V.F(r>=(§i%j%k]-(p(r)i+q<r>j+s<r>k>=%<r>+§—§<r>+§<r>, (A11)

coz je definice divergence. Proto je mozné divergenci znacit V-F .

e Skalarnim souc¢inem dvou formalnich vektora V ziskame vztah

v.v:(gi+gj+gk)[gi+g,-+ 0 k] 00,008,090
X

ox oy’ oz J\ox oy oz ) oxox oyoy ozoz
2 2 2
=5_2+5_2+5_2, (A.12)
ox- oy oz

ktery se zna¢i V*. Sou¢inem skaldru V* a skalarniho pole f v bodé uréeném privodic¢em r

dostaneme vztah

0?  o* & o f o f o f
V2§ (r):(§+8—y2+gj f(r)= e (r)+ Y (r)+ o (r), (A.13)

coz je definice laplacianu, ktery se tedy znaci V> f .

e Obdobnym zplisobem lze ziskat defini¢ni vztah rotace, a to vektorovym soucinem

vektoru V a vektorového pole F (r)=p(r)i+q(r)j+s(r)k:

i ik
VxF(r):(%H%j+%ij(p(r)i+q(r)j+s(r)k): % % % =
p(r) a(r) s(r)
:%(r)i+%(r)k+%(r)j—g—5(r)k—%(r)i—%(r)j:
:(%(r)—%(r)]i %%uy%mj j +(2—g(r)—%§(r)jk. (A14)

Z toho duvodu se rotace znac¢i VxF .
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e Tenzorovym soucinem ® dvou formalnich vektorii V lze ziskat tenzor

& 80 00

o oxoy oxoz
2

vcw:(ﬁi+3j+3kj®(3i+3j+ﬁkj= 00 0 00,

ox oy oz X z oyox oy oy 0z

06 00 &

ozox ozoy o7

” 948 00
o Oxoy oxoz
2
_| 09 5_2 090 | vy, (A.15)
oxoy oy oy 0z
006 80 &
oxoz oyoz o7

ktery obsahuje obecné Sest nezavislych diferencialnich prvki. Pokud tenzor V&V
aplikujeme na skalarni funkci f, ktera splituje Laplaceovu rovnici, bude tento tenzor

obsahovat pouze pét nezavislych prvki.

B. Harmonické funkce a Laplaceova diferencialni rovnice

V kapitole 3.1.1 je odvozen vztah pro tihovy potencial W, ktery se nazyva
Laplaceova diferencialni rovnice'®:
VW(r)=0. (B.1)
Tento vztah je zakladni rovnici v teorii tihového pole Zems. ReSenim Laplaceovy
diferencialni rovnice jsou funkce, které se nazyvaji harmonicke.
Necht' harmonickd funkce f v n-rozmémém prostoru je funkce n realnych
proménnych, kterd ma na dané mnoziné¢ M spojité vSechny parcialni derivace prvniho a
druhého tadu. Navic splnuje Laplaceovu diferencialni rovnici. Pokud budeme uvazovat

3-dimenziondlni prostor, Ize tuto podminku zapsat ve tvaru

2 2 2
V21‘(x,y,z)=a 1;+6 I+8 I
ox- oy oz

=0. (B.2)

'8 Laplace, Pierre-Simon (1749 — 1827) — francouzsky astronom, matematik a fyzik
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Tato Laplaceova rovnice je zapsana v kartézskych soutadnicich (x, y,z). Protoze

Laplacetiv operator je invariantni vic¢i posunuti a otdCeni, Ize jej zapsat také pomoci
soufadnic, které je mozné posunuti a otdenim ziskat z kartézskych soutadnic (napf.
sférické soufadnice). Za pouziti transformacnich vztahti mezi kartézskymi a sférickymi
souradnicemi (viz rov. 2.10) ptechazi rovnice (B.2) do tvaru

af 28f 16f _cosf 6f 1 o°f

Vv? o,1
S )= r@r r 802 r sm¢9 6«9 r sin208/12

=0.  (B.3)

Harmonické funkce spliuji nasledujici véty (Drabek a Holubova, 2001):

- slaby princip maxima: Necht M je souvisla omezena oteviena podmnozina prostoru
R" . Potom funkce £, které je harmonickd na podmnoZzingé M a spojita na M ,
nabyva svého maxima nebo minima na hranici oM .

- véta o primeru: Primérnd hodnota harmonické funkce pies libovolnou sféru je
rovna hodnoté této funkce ve stiedu dané sféry.

- silny princip maxima: Tato véta je disledkem predchozi véty o priméru. Funkce f
harmonick4 na M a spojitd na M je bud’ konstantni v celém uzavéru M , nebo
nabyva své extrémni hodnoty na hranici oM .

Reseni Laplaceovy rovnice je jednozna¢né uréené, pokud je uloha doplnéna okrajovymi
podminkami, které popisuji chovani funkce na hranici OM . Laplaceova rovnice
s okrajovymi podminkami se nazyva okrajova uloha. Existuji tfi zakladni typy okrajovych
podminek — Dirichletova, Neumannova, Newtonova.

Dirichletova okrajova podminka urc¢uje hodnotu funkce f'na hranici oM :
F(r)=5(r), (B4)

kde r je privodi¢ bodu lezicich na Lipschitzove hranici oM .
Neumannova okrajovd podminka urcuje hodnotu derivace funkce ve sméru normaly k

hranici oM :

= f(r), (B.5)

kde r je prtvodic bodu lezicich na hranici oM .
Newtonova (Robinova) okrajovd podminka popisuje hodnoty funkce f na hranici oM

pomoci linedrni kombinace obou piedchozich tloh:

A ()45 ()= £, (1), (5.6
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kde r je priivodi¢ bodt lezicich na hranici M , A a B jsou dané konstanty (A2 +B*# 0) .

Pti teSeni okrajové ulohy je dilezité ovéfit, zda je tato tloha korektni. Korektnost tlohy
z4&visi na splnéni nasledujicich podminek:

- existence feSeni

- jednoznacnost feSeni

- stabilita feSenti
Pokud jsou vSechny tfi podminky splnény, tj. existuje feSeni, které je stabilni a

jednoznacéné urcené, potom je okrajova uloha korektni.

C. Legendreovy funkce

V teorii potencidlu se uplatiuji funkce, které¢ se nazyvaji Legendreovy piidruzené

funkce prvniho druhu P, a druhého druhu Q. stupné n a fadu k. Tyto funkce tvofi na

intervalu (—1, 1) fundamentélni systém zobecnéné Legendreovy rovnice (Nadenik 2000)

(l—xz)y”—zxy’+[n(n+1)—lf;}yzO. (C.1)

Obecné feseni této rovnice lze tedy zapsat ve tvaru
G Py (X)+¢,Qy (%), (C.2)
kde ¢ a c, jsou konstantni koeficienty.

Legendreovy piidruzené funkce prvniho druhu Pnk(x) 1 jsou definovany na
intervalu <—1,1> vztahem (Nadenik 2000)

k Ak
ﬂk(x):(l—xz)Zd%XEX), n=0,12,..; k=12,.,n, (C.3)

Legendreovy pfidruzené funkce druhého druhu an(X) jsou na intervalu <—1,1>
definovany vztahem (Nadenik 2000)

k Ak
an(x)=(1—x2)2d§—;k(x), n=0,1,2,..; k=12..n. (C.4)

" Legendreovy piidruzené funkce prvniho druhu RK(X) se téz nazyvaji Legendreovy funkce fadu K,

pridruzené k Legendreovu polynomu stupné n.
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Definice ma smysl pouze pro n>k, nebot’ v pfipad¢ k >n by k-ta derivace polynomu

stupné n byla rovna nule. V definicich se vyskytuji funkce P,(x) a Q,(X), které jsou

specialnim pfipadem funkcei P, (X) a Q, (X), nebot specialng pro k=0 plati
P,(X)=P,(x), n=0,1,2,..., (C.5)
Q,(X)=Q,(x), n=0,1,2,.... (C.6)

Funkce P,(X) a Q,(X) se nazyvaji Legendreovy polynomy prvniho a druhého druhu a za

0

ptedpokladu, ze d I
dx

=f a 0!=1, je lze definovat nasledujicimi vztahy (Nadenik 2000):

1 d"(xz—l)n
F)n(X) = 2nn| an s n= 071929“-3 (C7)
1 1
Q.(x)=5 R (¥)in lt)’z Z; oo =012, (C.8)

kde v; je i-ty kofen Legendreova polynomu P, (X), B jsou konstantni koeficienty, které

1ze urcit ze vztahu

1 11 n
(l—xz)F?f() 21-x 21+x+§ ) (C.9)

Legendreovy polynomy prvniho a druhého druhu tvoii fundamentélni systém Legendreovy

diferencialni rovnice
(1-x*)y" -2y +n(n+1)y=0. (C.10)

Legendreovy polynomy prvniho druhu P (X) spliiuji nasledujici vlastnosti (Nadenik

2000):
- pokud je nsudé (liché), P,(x) je sudy (lichy) polynom stupné n

P.(1)=LP(-1)=(-1)", ¥neN
P (X) ma na intervalu (—1,1) N riznych redlnych kotfent
n(x)‘<1

na uzavieném intervalu <—l, 1> jsou Legendreovy polynomy ortogondlni, tj. plati

pokud n= 0, potom na intervalu (—1,1) plati

_[P x)dx=0, mz#n, (C.11)
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- normu Legendreova polynomu, definovanou vztahem

Pn(X)Hﬂ/i[Pn(X)]zdx, (C.12)

P,(x)|= 2n2 - (C.13)

lze urdit takto:

Pfidruzené Legendreovy funkce ruznych stupit mn a stejného fadu Kk

(0 < k<min(mn)) jsou na intervalu (—1,1) ortogonalni, tj. spliuji podminku
1
[P (P (x)dx=0, m=n; k=0,1,2,...,min(mn). (C.14)
|

Pro vypocet normy ptidruzené Legendreovy funkce plati vztah

(] = E:J—rt;:znzﬂ'

(C.15)

Ptidruzené Legendreovy funkce prvniho a druhého druhu jsou vyznamné v teorii
potencidlu, nebot’ se vyuzivaji pifi feSeni tihového potencidlu metodou spektralniho

rozkladu.

D. Newtonuv objemovy integral

Podle Newtonova gravitaéniho zdkona (Newton 1687) se kazdé dva hmotné body

pritahuji gravitacni silou o velikosti

F-cMM (D.1)

kde G je univerzdlni gravita¢ni konstanta ((3=6,672><10_]l kg‘1m3s_2), m,,m, jsou

hmotnosti danych bodl, r je prostorova vzdalenost téchto bodli. Pokud vyndsobime
velikost vysledné sily F jednotkovym vektorem spojnice danych bodt, ziskdme vektorovy

tvar gravita¢niho zékona:

Fzgnlszﬁzer?mz;:emmz« (D.2)
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Necht existuje n hmotnych bodii o soutadnicich (X,Yy,,z) a hmotnostech m.
Budeme uréovat potencial V v hmotném bodé& P o soufadnicich (X, Y, z) a hmotnosti m, .
Kvadréty vzdalenosti bodi o soufadnicich (., Y;,z ) od bodu P jsou dany rovnici

=(x-x) +(y,-y) +(z-2). (D.3)
Podle Newtonova gravitacniho zdkona jsou body P a bod o hmotnosti m pfitahovany

silou

F-cleM, (D.4)

F=YF=YcmM, gy ™M, (D.5)

Za piedpokladu m, =1 plati pro slozky F,, F,, F, vysledn¢ sily F ve sméru

soutadnicovych os x,y,z

F, =G_Z;rrn—3(>g ~X),

F, =G>Ty -Y), (D.6)

F, =GZ_I:T—3(; -2).

Vektorove pole popsane slozkami F,, F , F, 1ze zapsat jako gradient skalarniho pole, ).

F=VV, (D.7)
kde V(X, Y, Z) Je gravitatni potencial. Potom jsou slozky F,, F,, F, parcidlnimi
derivacemi potencialu V(x,y,z) ve sméru os x, y, z, tj. F :%, F —&, F N

“oxT Y eyt oz
Potencial V(X, Y, z) je tedy uren vztahem (Pick, Picha, Vyskogil 1973)

V- GZ? (D.8)

Nyni uvazujeme pevné téleso B o hmotnosti m, které rozdélime na elementdrni

¢astice hmotnosti dm, . Protoze dané téleso nemusi byt homogenni, je element hmotnosti
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Vv

dm (r,)=p(r;)dB(r,), (D.9)

vvvvv

Vv ey

objemového elementu dB, r; je pruvodic¢ téZisté objemového elementu dB. Aby bylo mozné
urcit potencidl ve vnéjSim bodé€ P télesa B, musime znat nejdiive gravitacni ucinek télesa B
v tomto bod¢. Pokud budeme pfedpokladat, ze hmoty dm jsou soutfedény do piislusnych
teZist’ objemovych element dB, muzeme slozky vysledné gravitacni sily F v bodé P urcit

jako soucet u¢inkid elementarnich hmot dm, (Pick, Picha, Vyskocil 1973):

=, 2L )80 o10)

kde |ri —r| je Eukleidovska vzdalenost bodu P a pfisluSného integracniho bodu, X,Y,Zz
jsou soufadnice pruvodic¢e r bodu P, X,Y.,Z jsou soufadnice privodice I integracnich

bodu. Pro gravitacni potencial V v bod¢ P plati vztah (Pick, Picha, Vyskocil 1973)

_ p(1)
r)_GJ.J.IB|r._r|dB(ri), (D.11)
ktery se nazyva Newtoniiv objemovy integral.
Protoze funkce 1 je spojita na intervalu (O,oo), stejn¢ jako jeji prvni derivace, je mozné
r

provést zaménu limitovani a integrovani, tj.

lim v (r ‘ILmeB|r_r|dB GjﬂB%'r_r' B(r,)=0.  (D.12)

Newtonlv objemovy integral je tedy pro |r| — oo roven 0.

Tento vysledek je ale platny pouze v piipad¢, Ze uvedené upravy bylo moZzno
korektné provést. Vyraz pro vypocet potencidlu V byl urcen integraci svych parcidlnich

derivaci, proto je nutné, aby tyto derivace existovaly. Vyraz

94



V(r)=GHIB%dB(ri), (D.13)

je mozné derivovat podle soufadnic vektoru r, jestlize funkce p(ri) je v oblasti B
ohranicend a integrovatelna a integracni jadro |ri —r| ma v oblasti B spojité parcialni

derivace podle svych parametrti X,Y,Z X,VY,,Z .
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