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Abstrakt

Soucasti geodetické praxe je vypocet a vyrovnani namérenych hodnot. Ve vy-
rovnani vystupuji rozsahlé soustavy linedarnich algebraickych rovnic, tzv. nor-
malni rovnice. Tato prace se zabyva jejich feSsenim. Je zamérena na iteracni
metody, pfedevsim na metody gradientniho typu. Klasické algoritmy jsou
nasledné modifikovany s durazem na vyuziti vlastnosti matice normalnich
rovnic. Jeden z pouzitych zpusobu modifikace je metoda predpodminéni.
Podstatnou ¢asti prace je vlastni implementace zkoumanych metod, ktera je
realizovdna v programu Matlab®. Testovani metod je provedeno na redlnych
datech z geodetické praxe. V zavéru prace jsou dosazené vysledky vhodnym

zpusobem porovnany a zhodnoceny.

Klicova slova

Normaélni rovnice, soustavy rovnic, iteracni metody, symetrickd a pozitivné
definitni matice, gradientni metody, singularni rozklad matice, predpodminé-

ni, netiplny Choleského rozklad, residuum, Matlab®



Abstract

Calculation of measured values is important part of geodetic practice. In the
adjustment rises large systems of linear equations, so-called normal equa-
tions. This work deals with methods of their solving. The work is focused
on iterative methods, especially on gradient methods and their modification,
which profit from special structure of normal equation matrix. One of the
applied modification method is preconditioning. The major part of this work
deals with implementation of considered methods, programmed in Matlab®.
All methods are tested on normal equation system created from real measure-
ments. Finally, all considered methods are appropriately compared and eval-

uated from more points of view.
Keywords
Normal equation, system of linear equations, iterative methods, symmet-

ric positive definite matrix, gradient methods, singular value decomposition,

preconditioning, incomplete Cholesky factorization, residual, Matlab®
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Kapitola 1
Uvod

Po provedeni geodetickych métfeni v terénu nésleduje vypocet a vyrovnani
nameérenych hodnot, nejcastéji metodou nejmensich ¢tvercu. Zpravidla se set-
kavame s rozsahlymi soubory dat, pro jejichz zpracovani je potieba hle-
dat vhodné postupy umoznujici efektivni feseni. Pouziti metody nejmensich
¢tvercu vede k feseni soustavy linearnich rovnic se specifickymi vlastnostmi.
V nékterych piipadech je potieba brat je v tivahu a s ohledem na né volit
odpovidajici programové teseni. Lze tak docilit zlepseni efektivity vypoctu
a v pripadé iteracnich postupt zajistit vétsi rychlost konvergence k pozadova-

nému reseni.

1.1 Cile prace

V této praci se zamérime na problematiku feSeni normélnich rovnic, které
vznikaji naptiklad pti vyrovnani plosnych geodetickych siti. Bude nas zajimat
pohled z hlediska numerické matematiky, tedy metody feSeni rozsdhlych
soustav linearnich algebraickych rovnic. Zaméiime se na itera¢ni metody.
Seznamime se s postupy, které se v praxi bézné pouzivaji, nejvice nas budou
zajimat metody gradientniho typu. Poté se pokusime tyto metody ruznymi
zpusoby modifikovat, vyuzijeme vlastnosti matice normalnich rovnic. Budeme

tak chtit dosahnout lepsich numerickych vlastnosti samotnych vypoétu, po-



kusime se zmensit pocet iteraci pottebnych k ziskani feseni s pozadovanou

presnosti a zkratit dobu vypocetniho cyklu.

Podstatnou soucasti této prace bude vlastni implementace metod. Progra-
mové feSeni budeme realizovat v programu Matlab®. Vyvinuté metody bude
potieba vhodnym zpusobem zhodnotit. Pro simulaci realné situace z geode-
tické praxe provedeme testovani metod na realnych datech. Abychom alespon
castecné zajistili vétsi objektivitu, budeme pracovat se dvéma soustavami

normadalnich rovnic.

Na zakladé testovacich vypoctu provedeme zhodnoceni ziskanych vysledku.
Porovname vysledky dosazené pomoci klasickych iteracnich metod s vysledky
ziskanymi modifikovanymi metodami. Porovnani provedeme nékolika zpuso-

by, aby hodnoceni bylo komplexni.

Praktickym vystupem této prace bude tiida funkci v programu Matlab®,
které tesi soustavy normalnich rovnic vystupujicich pfi vyrovnani geodetic-

kych siti.



Kapitola 2

Teoreticka cast — uvod do teorie

2.1 Zakladni pojmy

V této kapitole definujeme nékteré zakladni pojmy. Nebudeme vysvétlovat
vSechny odborné terminy vyskytujici se v této préaci, pouzita terminologie
vychézi z pojmu zavedenych v predmétu Numerické metody (KMA/NM),

vice v prislusné literatute [2].

Horni trojihelnikova matice: Horni trojihelnikova matice je matice

U = (uy;), pro kterou plati: u;; = 0 pro vSechna i > j.

Dolni trojihelnikova matice: Dolni trojuhelnikova matice je matice

L = (1;;), pro kterou plati: /;; = 0 pro vSechna i < j.

Ridka matice Ridké matice piedstavuji specidlni tifdu matic, jejichz pie-
vazna vétsina prvku se rovna nule.

Pozitivné (semi)definitni matice Symetrickd matice A € R™" se na-

zyvéa pozitivné semidefinitni, jestlize xT Ax > 0 pro kazdé x € R", a

pozitivné definitni, jestlize x” Ax > 0 pro vsechna nenulové x € R".

Ortogonalni matice: Matice Q € R™ " je ortogondlni, jestlize QT Q = 1,
kde I je jednotkova matice. Tedy plati, ze QT = Q~!. Ortogondlni

matice maji nasledujici vlastnosti:
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e Radky i sloupce tvoif ortonormélni vektory, tedy fadky i sloupce

matice Q jsou v normé jednotkové vektory.

e |gjl<lal(qh)yl|<1, Vij, kde(¢1)i jsou prvky inverzni

matice.

Tyto vlastnosti jsou z numerického hlediska velmi dulezité, druhé vlast-
nost zarucuje, ze prvky inverzni matice nemohou béhem vypoctu nekon-
trolovatelné rust. To je jeden z duvodu, pro¢ maji ortogonalni matice

rozsahlé aplikace v numerické linedrni algebie [8].

Vektory A-sdruzené ' Rekneme, ze vektory {di,ds,...,d,} jsou navza-
jem sdruzené vzhledem k symetrické pozitivné definitni matici A, jestli-
ze plati

d]Ad; =0, Vi # j.

Cislo podminénosti matice Cislo podminénosti ¢tvercové matice A je
definovano
r(A) = [A] AT

a vyjadiuje miru stability a citlivosti matice A vzhledem k numerickym
operacim. V piipadé, ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni,
lze podle [6] ¢islo podminénosti definovat jako podil nejvétsiho a nej-
menstho vlastniho ¢isla matice A

Ay = AmanlA)
Amin(A)

Pro k(A) =~ 1 je matice velmi dobfe podminéna. S rostouci hodno-
tou k(A) se zhorsuji numerické vlastnosti matice, radové velké éislo
podminénosti znamend, ze matice se blizi k singularni matici. Soustavy

rovnic s matici s vysokym ¢islem podminénosti jsou obtizné fesitelné.

Vypocetni slozitost Vypocetni slozitost numerické metody je pocet mate-
matickych operaci s¢itani, odéitani, nasobeni a déleni nutnych k ziskéni
vysledku (viz [16]).

1z anglického A-conjugate
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2.2 Normalni rovnice

Jednim ze zpusobtu vyrovnani namétenych dat je vyrovnani zprostiedkujicich
pozorovani, kdy hodnoty hledanych veli¢in urcujeme nepiimo, zprostiedkova-
né pomoci méreni jinych veli¢in, které 1ze primo mérit a které jsou v primém
funkénim vztahu s hledanymi neznamymi veli¢inami (vice viz [1]). Vychézime
z toho, ze zname vektor xq pribliznych hodnot neznamych veli¢in, v nasem

pripadé priblizné souradnice uré¢ovanych bodu. Funkéni vztahy zapiseme
F(x)=1+v, (2.1)

kde 1 je vektor namétenych zprostiredkujicich veli¢in rozméru n x 1, v je
vektor oprav rozméru nx 1. Tento vztah je obecné nelinearni, je nutno provést

linearizaci

F(x¢) + Adx =1+, (2.2)

po uprave
Adx +F(xo) — 1=, (2.3)
kde A je matice planu rozméru n X k tvorena

_ ¥
A==

Vektor dx je vektor hledanych neznamych prirustku pfibliznych soutadnic
neznamych bodu, je rozméru k x 1. Oznacime L = F(x() — 1 a vztah (2.3)

piejde do tvaru

Adx+L=v. (2.4)

Déle definujeme matici vah P rozméru n x n, ktera ma zpravidla tvar dia-

gonalni matice

pi 0
p—| "
0 0 P
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a plati vztah P = Q7! kde Q je jeji inverzni matice, tzv. matice vahovych

koeficient. Systém rovnic musi splnovat podminku
vI'Pv = min. (2.5)
Po upravach dostavame soustavu rovnic
A"PAdx + ATPL = 0, (2.6)

které nazyvame normalni rovnice. Resenim je vektor dx, ktery predstavuje
opravy pribliznych soutadnic neznamych bodu. Pro dalsi praci se soustavou

normalnich rovnic oznac¢ime
ATPA =N (2.7)
ATPL = —b. (2.8)
Soustava linedrnich algebraickych rovnic (2.6) pak bude mit tvar
Ndx = b. (2.9)
Matice N mé tyto vlastnosti:
e je symetricka
e je pozitivné definitni
e m4 fidkou strukturu

Ridkost matice N plyne z toho, jakym zpiisobem matice vznikla (viz (2.7)).
Matice A je tidka a matice P je zpravidla diagonalni, tedy matice N musi

byt také Fidka.

Velikost (pocet fadki, resp. sloupcti) matice N se pohybuje v fadu 10% az 103
pii vyrovnani plosnych siti, 10* pfi zpracovani GPS? méteni. V piipadé zpra-
covani GPS méfeni se podle [13] v ur¢itych ¢dstech vypoctu fesi celoéiselna

metoda nejmensich ¢tverct, coz vede ke zvlastnim vypocetnim postuptum.

2z anglického Global Positioning System — Globalni polohovy systém
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Kapitola 3

Teoreticka ¢ast — standardni

metody

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat numerickymi metodami feseni
normalnich rovnic. Vyuzijeme vyse uvedenych vlastnosti matice normalnich
rovnic. Abychom se pohybovali ve standardnim znaceni, soustavu normalnich

rovnic (2.9) formélné nahradime tvarem
Ax =b, (3.1)

matice A € R™™" je matice! s vyse uvedenymi vlastnostmi matice N, x € R”

je vektor neznamych a b € R" je vektor pravé strany.

Numerické metody feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic se déli
na metody pfimé a iteracni. Velice strucné se zminime o piimych metodéach

a zameérime se na metody iteracni.

3.1 Primé metody

Jedna se o metody, ktera vedou k presnému feseni (nebereme-li v ivahu vliv

zaokrouhlovacich chyb) po koneéném poctu kroku (viz [2]). Mezi piimé me-

ITato matice nem4, nic spole¢ného s matici A uvedené v podkapitole Normaln{ rovnice,

pouze formalné nahrazuje matici IN.
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tody patii Gaussova elimina¢ni metoda (tu lze ruznymi zpusoby modifikovat,
mluvime potom o Gaussové elimina¢ni metodé se sloupcovou, radkovou nebo
tplnou pivotaci), metoda LU rozkladu (v piipadé symetrické a pozitivné
definitni matice mluvime o Choleského rozkladu). Vzhledem k pozdéjsimu

vyuziti si ukdzeme princip Choleského rozkladu.

Pokud chceme vyuzit vlastnosti matice normalnich rovnic, jevi se pouziti
vétsiny pfimych metod jako nevhodné, s vyjimkou metody Choleského roz-
kladu (vyuzivd symetrii a pozitivni definitnost matice soustavy). Pouziti
piimych metod (napf. Gaussova eliminace) je vhodné pro libovolné plné
matice, nevyuzivaji informaci o struktufe matice (napf. fidkost). Pro tidké
matice (jako je matice normdlnich rovnic) muze dojit k zaplnéni, protoze
matice soustavy se v prubéhu vypoctu méni. Jednou z moznosti by bylo
pouzit vhodnou piimou metodu a upravit ji tak, abychom vyuzili fidkost ma-
tice, napiiklad vhodnou pivotaci, kterd by minimalizovala zaplnéni. Druhou
moznosti je pouzit iteracni metody misto pfimych. Na tento druhy zpusob

se zameérime.

Vypocetni slozitost (pocet matematickych operaci, které je nutno béhem
vypoctu vykonat) pifmych metod se podle [10] pohybuje v fddu c-n?, kde ¢
je konstanta a n je fad matice soustavy. Konkrétné naptiklad pro Gaussovu

elimina¢ni metodu §n3. Jsou vhodné pro feseni soustav nizsich radu.

3.1.1 Choleského rozklad

Uvazujme soustavu (3.1) se symetrickou a pozitivné definitni matici A. Pro
kazdou pozitivné definitni matici A lze nelézt jednoznacné urcéenou dolni

trojuhelnikovou matici G s kladnymi diagonélnimi prvky takovou, ze plati
A = GG”. (3.2)

Pti feSeni postupujeme takto:
Provedeme Choleského rozklad A = GGT. Dosazenim do rovnice (3.1) za A

15



dostaneme Ax = GGTx = b. Oznaéime G'x = y. Nésleduje postupné

feseni TeSeni dvou soustav linedrnich algebraickych rovnic, a to
Gy=b (3.3)

G'x=y (3.4)

Z rovnice (3.3) vypocitame vektor y a ndsledné z rovnice (3.4) vektor x.
Vzhledem k tomu, Ze G je dolni trojihelnikovd matice (a G tedy hornf
trojihelnikovd matice), lze soustavy vyfesit piimou, resp. zpétnou substi-

tuci. Nalezeny vektor x je pak fesenim puvodni soustavy Ax = b.

3.2 Iteracni metody

Opét se zabyvame tesenim soustavy (3.1). Na rozdil od pfimych metod
se v jednotlivych iteracich (¢islo iterace ozna¢ime napt. k) k presnému fesent

X* pouze priblizujeme, v limité pak dostavame

x* = lim x®.
k——+o0

Soustavu (3.1) lze prepsat do tvaru
x = Hx + g, (3.5)

matice H se nazyva itera¢ni matice. V jednotlivych iteracich ma soustava
(3.5) tvar bud
xt) = Hx® + g, (3.6)

kdy mluvime o staciondrni iteracni metodé (matice H a vektor g se béhem

vypoctu neméni), nebo
) Z HOR®) | o) (3.7)

pak se jedné o nestacionarni iterac¢ni metodu (matice H a vektor g se v kaz-

dém iteracnim kroku meénf). Kromeé itera¢ni formule (3.6), resp. (3.7) musime
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pii TeSeni soustav iteracnimi metodami jesté definovat volbu pocatecni apro-
ximace x(©) a stanovit zastavovaci podminku, tedy kdy se algoritmus ukoné.
V této praci budeme u vSech iteracnich metod volit pocateéni aproximaci
x® = (0,0,...,0). Realizace zastavovaci podminky je mozné vice zpiisoby.
Lze naptiklad stanovit, kolik iteraci se ma provést. Nebo muzeme definovat

¢islo 0 , resp. € a vypocet ukonéime, bude-li platit
[x®) — x*=V | <6, resp. [|x* —xP| <e.

Pak dostavame aproximaci feseni s presnosti d, resp. s chybou €. Pokud ovsem
nezname hodnotu presného feseni x* (jako v nasem pripadé), je tento zpusob
ukonc¢eni vypoctu bezpredmétny. Jinou moznosti je sledovat v kazdé iteraci
velikost residua

r) = b — Ax®).

Mezi staciondrni itera¢ni metody patii naptiklad Jacobiova metoda, Gaussova—
Seidelova metoda, modifikace Gaussovy—Seidelovy metody — metoda SOR?2,

mezi nestacionarni metody napiiklad metoda sdruzenych gradientu.

Mezi iteracni metody radime i metodu singuldrniho rozkladu matice (SVD?).
Klasicky singularni rozklad matice je uvazovan pro obecnou obdélnikovou
matici A, kterd nema zadné specialni vlastnosti. Ukazeme si, jak provést

singularni rozklad v ptripadé, ze matice soustavy je symetricka.

Vypocetni slozitost iterac¢nich metod je fadove c¢-n? -k, kde ¢ je konstanta, n
je fad matice soustavy a k je pocet iteraci. Aby byla vypocetni slozitost ite-
racni metody rovna nebo lepsi nez slozitost piimych metod, musi byt pocet

iteraci potiebny pro nalezeni feseni roven n nebo mensi nez n.

V nasledujicich kapitolach popiseme nejprve praveé singularni rozklad matice,

potom se budeme vénovat gradientnim metodam.

27 anglického Successive Over-Relaxation

37 anglického Singular Value Decomposition
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3.2.1 Singularni rozklad

Méjme danu symetrickou matici A € R™*". Potom existuje ortogonalni ma-

tice Q € R™™ takova, ze plati
QTAQ =D =diag(\i, ..., \n), (3.8)

kde A1,..., A\, jsou vlastni ¢isla matice A a plati, ze Ay > Ay > --- > A\,.
Pokud je symetricka matice A navic pozitivné definitni, plati dokonce A; >
Ay > -+ > N\, > 0. Tento rozklad je nazyvan symetricky Schuruv rozklad
(viz [4]), nebo mluvime o tzv. spektralni vété pro symetrické matice (viz [8]).

Vzhledem k vlastnostem ortogonalnich matic (QT = Q1) je zfejmé, ze plati
QDQ” = A. (3.9)

Takto je singuldrni rozklad definovan v piipadé symetrické matice A. V pri-
padé obecné obdélnikové matice bychom v rozkladu dostali dvé ruzné or-
togondlni matice misto jedné matice Q, matice D by na diagonale neméla
vlastni ¢isla matice A, ale tzv. singuldrni ¢isla matice A (proto singularni roz-
klad). V piipadé symetrické matice A jsou singuldrni a vlastni ¢isla totozna.
Vratme se k symetrickému rozkladu (3.8). V momenté, kdy zndme singuldrn{

rozklad matice A, muzeme soustavu (3.1) prepsat do tvaru
QDQ'x =b. (3.10)

Po prendsobeni rovnice zleva matici Q7 dostaneme

DQ"x =Q"b (3.11)
a oznacime
Q'x =z (3.12)
Q'b=d. (3.13)
Dostaneme soustavu
Dz =d. (3.14)



Z rovnice (3.14) tedy snadno vypocitdme vektor z (D je diagonélni matice),

ze znalosti vektoru z pak z rovnice (3.12) vypocitame hledané feseni x
x = Qz. (3.15)

Je ziejmé, ze v momenté, kdy zname singuldrni rozklad matice soustavy
A, je TeSeni soustavy trividlni. Otazkou tedy je, jak nalézt matice Q a D.
Jeden z moznych algoritmu je popsén v [4] v podobé tzv. symetrického QR—
algoritmu. Jedna se v podstaté o aplikaci QR-rozkladu na t¥idiagonalni ma-
tici. Nejprve provedeme tiidiagonalni rozklad matice A ve tvaru Z'AZ = T,
kde Z je ortogonalni matice a T je tiidiagondlni matice. Nasledné hledame
matici D. V prvn{ aproximaci polozime D) = T, nésleduje iteraéni postup,
jehoz podstatou je QR-rozklad matice D®. QR-rozklad spoéiva v rozkladu
matice T na soucin ortogondlni matice a horni trojihelnikové matice. Nedia-
gonalni prvky matice D se v postupnych iteracich blizi k nule, na diagonale

dostavame aproximace vlastnich, tedy singuldrnich ¢isel matice A.

Matice D je rozkladem urc¢ena jednoznacéné (dukaz lze nalézt napt. v [8]),
zatimco matice Q rozkladem jednozna¢né urcéena neni. Pokud je totiz (3.9)

singularni rozklad matice A, potom pro ortogonalni matici Qo = —Q plati
opét QuDQ! = A, piicemz Qg # Q.

Vzhledem k pouziti ortogonalnich matic patii singularni rozklad matice k vel-
mi stabilnim metodam. Odpada totiz riziko rustu hodnot prvkua nad tnosnou
mez. Vypocetni slozitost se pohybuje v fddu n?, kde n je rozmér matice sou-

stavy.

3.2.2 Gradientni metody

Uvazujeme symetrickou a pozitivné definitnf matici A v soustavé (3.1). Resenf
soustavy (3.1) je ekvivalentni s hleddnim minima funkciondlu
1

H(x) = §XTAX —x'b, (3.16)
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kde b € R™ a A € R™ " je pozitivné definitni matice. Minimum funkcionalu

¢(x) je podle pravidel o derivovéni matic
1
Vo(x) = §(AX +A'x) -b=Ax—-b=0, (3.17)

hodnota minima ¢(x) je pak rovna —%bTAflb, a to pro x = A~'b, coz
je na prvni pohled zfejmé z rovnice (3.17). Tim jsme dokazali, ze hledani
minima ¢(x) a feSenif rovnice Ax = b je ekvivalentni, samoziejmé v piipadé,
ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni. Déale stanovime pocatecni
aproximaci x(© a hleddme vhodny smér, resp. sméry podél kterych hleddme
minimum funkciondlu ¢(x), tedy feSeni rovnice (3.1). Otazkou je, jakym
zpusobem minimum hledat. Ukazeme si dvé metody, metodu nejvétsiho spadu

a poté velmi sofistikovanou metodu sdruzenych gradientu.

Metoda nejvétsiho spadu

V kazdém bodé x funkcionél ¢(x) klesd nejvice ve sméru opaéném ke sméru

gradientu —V¢(x) = Ax — b, ktery v prislusné k-té iteraci oznac¢ime
r® =b — Ax® (3.18)
a nazveme residuem. Kazda dalsi aproximace x je pak dana vztahem

x®) = x*=D 4 qpplE=l), (3.19)

kde oy, je hodnota, kterd udavé délku kroku ve sméru r*=Y. Plati, ze
p(xF D 4+ qpr1) < p(x*FV) resp. ¢(x + ar) < ¢(x) bez indexovani
iteraci.

d(x+ar) = %(x +ar)TA(x +ar) — (x+ar)’'b (3.20)

Po tpravach a dosazeni za x z (3.18) dostaneme
1
o(x +ar) = ¢(x) —ar’r + §a2rTAr. (3.21)

Funkciondl (3.21) minimalizujeme polozenim
T r(k—l)Tr(k—l)

rr -
=D A1)

o= ——, Tresp. oy (3.22)

rTAr’
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Algoritmus metody nejvétsiho spadu muzeme tedy popsat takto:

Aloritmus metody nejvétsiho spadu (v anglické literature oznaceni The Method

Of Steepest Descent)

x(0) = pocdtecni aproximace
r® =p - Ax©
k=0
while r®) £ 0
k=k+1
ap = pDT p=1) Jple=1)T A p(k=1)

k—1) (k—1)

x(k) = x( + agr
r® —p — Ax®)

end

Metoda nejvétsiho spadu s sebou ptindsi riziko v podobé tzv. ,zig—zag"
efektu. Pokud bude ¢islo podminénosti «(A) = ’/\\Tn—“: = :\\—:L vysoké, bude
metoda nejvétsitho spadu konvergovat velmi pomalu. Jednoduchou geome-
trickou interpretaci ukazeme pro piipad n = 2. Matici A odpovidaji vlastni
cisla A\; a Ao, vektor x = (z1,22)7. Kiivky odpovidajici ¢(x1,z2) = ¢, kde
¢ € RT, tvori soustiedné elipsy, velikost hlavni a vedlejsi poloosy elips je
nepiimo imérna velikosti vlastnich ¢isel A;, A\o. Pokud bude A\; = Ag, elipsy
pirejdou v kruznice a ve sméru gradientu ziskame v prvni iteraci hledané mi-
nimum. Pokud naopak bude \; >> Ay, budou elipsy zplostélé a metoda bude

konvergovat velmi pomalu (sméry gradientti budou tvofit ostie lomenou ¢éru,

tj. ,zig—zag" efekt) — viz obrazek 3.1.

Metoda sdruzenych gradienta

Abychom se vyhnuli problémtum spojenym s ,zig-zag“ efektem, budeme
hledat minimum ¢(x) v jiném sméru nez ve sméru residui {r(@ r® . 3}

Hledané sméry oznacime {p™), p?,...}. Potom posloupnost hledanych x je
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Obrazek 3.1: Princip ,,zig—zag® efektu — prevzato z [5]

dana vztahem

x® = x*=1 4 oy p®), (3.23)

Stejnym zpusobem, jakym jsme odvodili vztah (3.22) u metody nejvétsiho

spadu, dostaneme
p(k)T r(k_l)

p®T Ap®”

Otazkou je, jakym zpusobem hledat sméry p. Ukazuje se vhodné volit hledané

. — (324)

sméry tak, aby byly navzajem sdruzené vzhledem k matici A. Hledany smeér
bude ve tvaru
pt) = =) | g plD), (325)

kde (r € R musi spliovat
p*"Ap® = 0. (3.26)
Toto splnuje

p(k_l)TAr(k_l)
p(k—l)TAp(k—l) ’

Be = — (3.27)

Dostavame prvni verzi algoritmu metody sdruzenych gradientt, kterou muzeme

popsat nésledujicim zpusobem:

22



Algoritmus metody sdruzenych gradientu — verze 1

x(0) = pocétecni aproximace
k=0
r® —p - Ax©
while r®) £ 0
k=k+1
ifk=1
p(1) = O
else
= (P01 ATt (p 1 ApD)
p®) = p-1) 4 g, k1)
end
o = (P70 /() Ap®)
x# = (=1 4 g, p®)
r®) =b — Ax®)

end

Pro zvyseni efektivity provedeme ve vyse uvedeném algoritmu nékolik uprav.

Pokud nahradime vzorec pro vypocet residua rekurzivnim vzorcem
r®) = p=1) _ o, Ap®)
a ve vztahu pro vypocet 3, nahradime
p—DTR(k=1) _ _akilr(kfl)TAp(kfl)
(=2 L (k=2) _ ak_lp("“_l)TAp(k_l),

dostaneme efektivni verzi algoritmu sdruzenych gradientu, ktera je podrobné

popséna v [4]:

Algoritmus metody sdruzenych gradienti — verze 2 (v anglické literature The Con-

jugate Gradient Method)
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x(©) = pocétecni aproximace (Ax(") ~ b)
k=0
r® —p - Ax©
while r® #£0
k=k+1
ifk=1
p®) =r©
else
B, = (r(k—l)Tr(k—l))/(r(k—Q)Tr(k—Z))
p® — pk=1) | g ok-1)
end
oy = (x0T k=0 /(p®)" Ap®))
x®) = x*=1) 4 4, p®)
r®) = k=1 _ o Ap®)

end

Zbyva urc¢it, jakym zpusobem vypocet ukoncéime. Kdybych se pohybovali
v presné aritmetice, konvergence metody sdruzenych gradientu by byla zajis-
téna v nejvyse n krocich a vypocet bychom zastavili v momenté, kdy r® = 0.
Vlivem zaokrouhlovacich chyb vsak tato podminka ztraci na relevantnosti.
Jedna z moznosti, jak ji nahradit, je zkoumat v kazdé iteraci normu residua

a vypocet provadét do té doby, dokud plati
Hr(’“)Hg = Vr®)" k) > tol, (3.28)

kde |[r®]|5 je Eukleidovska norma vektoru r*) a tol je pozadované piesnost
reSeni. Stejna situace nastava i pro piipad metody nejvétsiho spadu, zastavo-
vaci podminku pro ukon¢eni vypoc¢tu muzeme volit stejnou jako je rovnice

(3.28).

Lze dokézat, ze metoda sdruzenych gradientu konverguje velmi rychle, pokud
je matice soustavy dobfe podminéna. Stejny zavér lze ucinit i v pripade, ze

matice soustavy je v urc¢itém smyslu "blizka” jednotkové matici (”blizkd”
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ve smyslu normy nebo ve smyslu malych zmén v prvcich oproti jednotkové
matici?). Velké mnozstvi matic (naptiklad matice normdlnich rovnic) tyto
vlastnosti nema. V nasledujici kapitole si ukézeme, jakym zpusobem lze

nékdy teSeni soustavy Ax = b prevést na feSeni jiné soustavy Ax = b,

kde matice A je blizkd jednotkové matici.

4z anglického lower rank perturbation of the identity
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Kapitola 4

Teoreticka ¢cast — modifikovné

metody

4.1 Predpodminéni

V této casti si vysvétlime, co je to tzv. predpodminéni, ukdzeme si ruzné
zpusoby a druhy predpodminéni. Prakticky je aplikujeme na metodu nejvét-
stho spadu a metodu sdruzenych gradientii, nasim cilem bude ziskani efek-

tivnéjsitho zpusobu vypoctu soustavy normalnich rovnic.

Chceme fesit soustavu (3.1), kterd ma tvar Ax = b, kde matice A je symet-

ricka a pozitivné definitni. Misto této soustavy budeme fesit soustavu

Ax = b, (4.1)
kde A = C"'AC™!, x = Cx, b = C'b, matice C je symetrickd a pozitivné
definitn{. Matici C musime volit tak, aby A byla dobfe podminéna nebo aby
jeji vlastni ¢isla méla maly rozptyl (vlastnost odpovidajici matici v jistém
smyslu ”blizké” jednotkové matici), ¢imz zajistime rychlou konvergenci me-
tody sdruzenych gradientu aplikované na soustavu (4.1). V podstaté se tedy

snazime nahradit feSeni Spatné podminéné soustavy fesenim jiné soustavy
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vykazujici lepsi numerickou stabilitu. Soustavu (4.1) lze prepsat do tvaru
C'AC'Cx=C""'b, (4.2)

po upravée
C'Ax=C"b. (4.3)

Tuto rovnici nazyvame rovnici pfedpodminéni, konkrétné predpodminéni
zleva. Podobné bychom mohli uvazovat predpodminéni zprava nebo obou-

stranné! pfedpodminén{

AC 'y =b, y=0Cx (4.4)

C;'AC,'y = C;'b, y=Cpx, (4.5)

matice Cp a Cp jsou matice odpovidajici predpodminéni zleva a zprava.
V zévislosti na konkrétnim zpusobu predpodminéni je matici predpodminéni
nazyvana piimo matice C nebo jina matice. Volba vhodného zptuisobu pied-
podminéni neni lehka ani jednoznac¢né otazka, pti Spatné zvoleném predpod-
minéni se muze stat, ze dojde ke zpomaleni konvergence vypoctu, tedy k pra-
vému opaku toho, co je nasim cilem. Predpodminénim se zabyva naptiklad
literatura [4], [5] a [6].

Druhy predpodminéni
Ukazeme nékolik variant predpodminéni, zaméiime se na nékteré konkrétni
zpusoby, vysvétlime jejich princip a nakonec se pokusime o jejich aplikaci

na metodu nejvétsitho spadu a metodu sdruzenych gradientu:
1. Diagonalni predpodminéni
2. Netuplna Choleského faktorizace

3. Polynomidlni pfedpodminéni

'z anglického centered preconditioning
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4.1.1 Diagonalni predpodminéni

V piipadé, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni, 1ze podle [5] volit
matici C jako diagondlni matici, ktera méa na diagonale prvky diagonaly
matice A. V tomto piipadé se matice C nazyva matici predpodminéni. Je
mozné pouzit diagonalni predpodminéni formou predpodminéni zleva, zprava
i oboustranné. V podstaté se tedy vlastni algoritmus metody neméni, pouze

vstupni data jsou jina.

4.1.2 Neuplna Choleského faktorizace

Rekli jsme, ze misto soustavy (3.1) budeme fesit soustavu (4.1). Ukédzeme
si predpodminéni netuplnou Choleského faktorizaci pro metodu nejvétsiho
spadu a pro metodu sdruzenych gradientu. Podle literatury [4] a [5] se tento
zpusob predpodminéni jevi jako jeden z nejéastéji pouzivanych. V knize [4] je
tento zpusob predpodminéni odvozen pro metodu sdruzenych gradientu, ob-
dobnym zpusobem jej piimo v této praci odvodime i pro metodu nejvétsiho
spadu. Prislusnou metodu vzdy aplikujeme na soustavu (4.1). Vyjdeme z al-
goritmu odvozenych v predchozich kapitolach, misto vektoru a matic A, b,
x®) r® a4 p®) budeme uvazovat A = C*AC™L, b = C'b, x* = Cx®)
a definujeme p*) = Cp®. Potom je ziejmé, ze %) = b— Ax® = C'b —
CTAC'Cx® = C'r®), Po dosazeni do vyse uvedenych algoritmi metod

nejvétsiho spadu a sdruzenych gradientu:

Algoritmus metody nejvétsiho spddu pro soustavu (4.1) — odvozeny v této

praci:

x(0) = pocatecni aproximace

r® —p - Ax©

k=0

while C'r®) £ 0
k=k+1

Q= ((C—lr(k—l))T(C—lr(k—l))) / ((C—lr(k—l))T(C—lAc—l)(C—lr(kz—l)))
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Cx®) = Cx*=V + o, C1rk—1)
C'r® = C'b — (C'AC 1) CxP

end

Algoritmus metody sdruzenych gradientu (verze 2) pro soustavu (4.1):

0) = pocatecni aproximace (Ax(®) ~ b)

x!
E=0
r® =b - AxO®
while C~'r® £ 0
k=k+1
ifk=1
Cp) = C1r©®
else
ﬁk — ((C—lr(k—l))T(C—lr(k—l))) / ((C—lr(k—Z))T(C—lr(k—Q)))
Cp® = C '+ 4+ g.Cpt—V
end
o, = ((C )G D)) / ((CpW)T (CTTAC)(CpW))
Cx® = CxV 4 o, Cp®
C'r® = e — g (CTAC)CpP

end

V tomto piipadé matici predpodminéni oznacime M, je odvozena pomoci

vyse uvedené matice C jako

M = C?,

matice M je stejné jako matice C symetricka a pozitivné definitni.

zavedeme vektor z, ktery ziskdme v kazdé iteraci tak, ze budeme tesit
Mz — 8,

po dosazeni z (4.6)
CCz® =
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Odtud tedy
z® =c e ™, (4.8)

Vyse uvedené algoritmy upravime, provedeme transpozici vyrazu v zavorkach,
ziskané souciny upravime? (C~1)TC~! = C7!C~! a nahradime ze vztahu
(4.8), posledni dvé rovnice v algoritmech vyndsobime zleva matici C™!, resp.
C. Ziskdme nasledujici algoritmy, které resi nasi puvodni soustavu (3.1), tedy

Ax = b. Vsimnéme si, ze matici C neni vubec tifeba explicitné pocitat.

Algoritmus predpodminéné metody nejvétsiho spadu (odvozeny v této praci):

<0

= pocatecni aproximace

r® —=p - Ax©

k=0

while r® £ 0

Resen{ soustavy Mz®*) = r(*)
k=k+1

ap, = (r(k—l)TZ(k—l))/(Z(k—l)TAz(k—l))
xF) = x(k=1) 4 o, 71

r’®) —p — Ax®

end

Algoritmus predpodminéné metody sdruzenijch gradienti:

<0

= pocéatecni aproximace (Ax(® ~ b)
k=0

r® —p — Ax©

while r® #£ 0

Resen{ soustavy Mz®) = r(*)

E=k+1

27, vlastnost{ inverze plyne pro libovolnou matici F, ze (F~1)T = (FT)~! v pifpadé
symetrické matice (tedy napt. matice C), kdy F? = F, plati dokonce, ze vyraz pro trans-

pozici inverze je roven F~1.
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ifk=1
p(l) — (0)

else
B = (I-(kfl)TZ(kfl))/(r(k%)TZ(kﬂ))
p(k) f— Z(k_l) + ﬁkp(k_l)

end

= (r(k—l)Tz(k—l))/(p(k)TAp(k))

(k) — r(k_l) — akAp(k)

Q
>

-

end

Zbyvéa vytesit otazku, jakym zpusobem urcit matici M. Pristup metody
neiplné Choleského faktorizace spociva v tom, ze se snazime najit dolni
trojuhelnikovou matici H, kterd je v jistém smyslu blizkd matici G, coz je
dolni trojihelnikova matice Choleského rozkladu matice A. Matice predpod-

minéni je potom rovna

M = HH”. (4.9)

Ukazeme si, pro¢ je vyhodné volit matici M zrovna timto zpusobem. Pfipo-
mefme si, Ze M = C?, pficemz C je symetricka a pozitivné definitni matice.
Déle uvazujme QR-rozklad matice C ve tvaru C = QHT, kde Q je orto-
gondln{ matice a H” je hornf trojihelnikova matice (H je vyse uvedena doln{
trojuhelnikova matice). S vyuzitim vlastnosti ortogonalnich matic a vlastnos-

3

ti maticové inverze® muzeme psat

A=CTAC =(C)ACT = (HQ")'GG(QH") ' =
= Q") 'H'GGTH")'Q'=QH 'GGTH")'Q" ~ 1.  (4.10)
Tedy ¢im 1épe matice H aproximuje matici G, tim vice se matice A bliz

jednotkové matici (souciny H'G a GT(HT)™! se budou blizit jednotkové
matici, v piipadé, ze by byly rovny jednotkové matici, vyraz (4.10) by byl

3Pro libovolné matice K a L plat{ (KL)"! = L7'K~! a (K~ 1)T = (KT)~1.
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roven QQ7 =TI vzhledem k tomu, Ze Q je ortogondlni). To, Ze matice A bude
blizka jednotkové matici a tedy bude mit i malé ¢islo podminénosti, zajisti
rychlou konvergenci metody sdruzenych gradientu, stejné vlastnosti budeme

ocekavat i od konvergence metody nejvétsiho spadu.

Jednoduchy, ale efektivni postup, jak urcit matici H aproximujici matici G,
je pocitat zjednodusenym zpusobem Choleského rozklad matice A, a to tak,
ze pokud je néktery prvek a;; = 0, polozime odpovidajici prvek h;; auto-
maticky také roven nule. To je vyhodné zvlasté v pripadé, ze matice A je
iidk4, nebot matice H bude logicky také iidk4. Pocet operaci nutnych pro jeji
vypocet se tak znacné snizuje, coz je pro efektivitu metody nezbytné. Matici
predpodminéni M uréime snadno podle (4.9). Pripomenme, ze matice M je
symetricka a pozitivné definitni, a je ziejmé, ze bude mit opét ridkou struk-

turu.

Nesmime zapomenout na podstatny krok v tomto zpusobu predpodminéni,
a to Teseni soustavy (4.7). Oproti zdkladnim algoritmim metody nejvétsiho
spadu a metody sdruzenych gradientu totiz v kazdém vypocetnim cyklu
feSime navic dalsi soustavu rovnic. Vyuzijeme toho, ze matice soustavy M
se v iteracich neméni. Nabizi se moznost fesit ji pouzitim Choleského roz-
kladu, muzeme dokonce vyuzit zjednoduseny Choleského rozklad, kterym
jsme matici M uréili, tedy M = HH”. Do vypoctu vstupuje pouze matice
H a vektor pravé strany rovnice. Protoze jiz mame urceny rozklad matice
M, je feseni této pomocné soustavy zredukovano na pocitani ptimé a zpétné

substituce (viz princip Choleského rozkladu).

Spojenim algoritmu predpodminéné metody nejvétsiho spadu, resp. algo-
ritmu predpodminéné metody sdruzenych gradientu s vypoctem matice pred-
podminéni M pomoci neuplné Choleského faktorizace dostavame velmi so-
fistikovany zptsob predpodminéni, v anglické liturature znamy jako Incom-

plete Cholesky Factorization nebo Incomplete Cholesky Preconditioners.
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4.1.3 Polynomialni predpodminéni

V predchozi kapitole jsme definovali systém predpodminéni ve tvaru Mz = r
(vztah (4.7)), matici M jsme nazvali matici predpodminéni. Vektor z, ktery
vztah (4.7) Tesi, aproximuje feSeni rovnice Az = r, tedy matice M musi
aproximovat matici A. Vysvétlime si myslenku polynomialniho predpodmi-
néni. Abychom ziskali hledany vektor z, provedeme nejprve jisty pocet itera-
cf néjaké stacionarni iteraéni metody (metody, které se nazyvaji stacionéarni,

jsme vysvétlili jiz diive):
M,z = Nz +r, (4.11)

pocateéni aproximaci volime napifklad z(®) = 0. Uvazujeme, Ze provedeme
p krokil staciondrni metody (4.11). Oznacime G = M;'N;. Po dosazeni

do vztahu (4.11) ziskdme v p-té iteraci
Z(P) — (I +G4+--- 4+ Gp_l)Ml_lr, (4.12)

v tomto piipadé vsak horni indexy matice G (indexy bez zavorek) vyjadiuji
mocniny, ne iterace! Pokud ozna¢ime M~ = (I+G +---+GP~))M; !, vztah
(4.12) prejde do jiz znamého tvaru z = M~ 'r, resp. Mz = r, matice M je ma-
tice predpodminéni. Volba matic My, N; a poctu iteraci p je limitovana tim,
ze pozadujeme, aby matice M byla symetricka a pozitivné definitni. Protoze
M je polynomiédlni matice (polynomialni v G), mluvime o polynomidlnim

predpodminéni.

V knize [4] je na zdkladé polynomidlniho predpodminéni odvozena metoda,
kterd spojuje klasické itera¢ni metody a predpodminénou metodu sdruzenych

gradienti. Uvazujeme iterac¢ni metodu ve tvaru
x® = x*=2 1 G (Y 4 x*D — x B2, (4.13)

kde vektor z*~1 ziskdme jako feseni soustavy (4.7) ve tvaru Mz*—1 =
r(*=1_ Cisla wy, a 7, predstavujici urychlovaci parametry, které by mély zrych-

lit konvergenci metody. Spojime-li vztah (4.13) s algoritmem predpodminéné

33



metody sdruzenych gradientl, dostaneme nésledujici algoritmus:

Algoritmus predpodminéné metody sdruZenijch gradienti s pouzitim urychlo-

vacich parametri:

x(7 = 0, x(O) = pocdtecni aproximace (Ax¥ ~ b)

k=0

r® —p - Ax©

while r®) £ 0
k=k+1

Reseni soustavy Mz~ = p(=1
Yot = (20D Mz D)/ (zE-DT Azk-D)
if k=1
w =1
else
o= (1= (D M) /(o2 M D))
end
x®) = x=2) 4 (12D 4 x B0 — x(B-2)
r) =b — Ax®*)

end

Volba urychlovacich parametru muze mit vyznamny dopad na vyslednou
rychlost konvergence metody. Kniha [4] neuvadi odvozeni vypoctu urychlo-

vacich parametru.

4.2 Jiné zpusoby modifikace

V této casti si uvedeme metodu, kterd je opét modifikaci znamé metody

sdruzenych gradientu, nelze ji vSak zaradit mezi metody predpodminéni.
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4.2.1 Metoda sdruzenych residui

Tato metoda spojuje dva velmi zajimavé pristupy do jedné metody, vysled-

kem je pak elegantni modifikace metody sdruzenych gradientu.

Symetrické a pozitivné definitni matice svymi vlastnostmi dovoluji fadu ope-
raci, které by pro obecnou matici nebyly mozné. Jednou z nich je odmoc-
ninovy rozklad?*, ktery je sice definovdn pro symetrickou a pozitivné semi-
definitni matici, ale je zfejmé, ze bude platit i pro matici symetrickou a po-
zitivné definitni (v8echny pozitivné definitni matice jsou zaroven pozitivné
semidefinitni). Uvazujme tedy symetrickou a pozitivné semidefinitni matici
B € R™" a jeji pifslusny Choleského rozklad B = GG?. Dale uvazujeme
singuldrni rozklad matice G ve tvaru G = UXVT a polozime X = UXU7T.

Potom matice X je symetrickd a pozitivné semidefinitni a plati

B = GG” = (UZVT)(UZVT)" =
= UX?U’ = (UzU")(UzU?) = X2, (4.14)

matici X nazyvame odmocninovym rozkladem matice B. Pokud tedy budeme
uvazovat soustavu normalnich rovnic ve tvaru Ax = b (soustava (3.1)),
pifslusny odmocninovy rozklad X bude roven X = A2 matice X je sy-
metrickd a pozitivné definitni. Soustava (3.1) prejde do tvaru AV/2AY/2x = b,
po upravée

Al?x = A71/?p, (4.15)

Resenf této soustavy a soustavy (3.1) je tedy ekvivalentni.

V dalsim kroku fesime soustavu (4.15) upravenou metodou sdruzenych gra-
dientu, ktera je urcena pro soustavy s nesymetrickou matici soustavy. Pokud
bychom uvazovali soustavu (3.1) s nesymetrickou matici A, vyndsobenim

zleva matici AT ziskdme ekvivalentni soustavu

ATAx = A™b. (4.16)

4z anglického matrix square root
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Tuto soustavu lze tesit klasickou metodou sdruzenych gradientu, s tim, ze
misto matice A uvazujeme matici ATA a residuum soustavy (4.16) je AT-

nasobek skuteéného residua b — Ax.

Uvedené dvé myslenky tedy spojime. Pouzijeme metodu sdruzenych gra-
dientu odvozenou pro soustavu (4.16), ale jako vstupni soustavu budeme

uvazovat odpovidajici upravenou soustavu (4.15)
(AV2) AV = (AV2)T A1/, (4.17)

Po dosazeni a nékolika tpravach dostaneme nasledujici algoritmus:

Algoritmus metody sdruZenych residui (v anglické literature The Conjugate
Residual Method):

x( = pocatecni aproximace (Ax() ~ b)
k=0
r® =p — Ax©
while r®) £ 0
k=k+1
if k=1
pM = r©
else
B, = (r(kfl)TAr(k71)> / (r(k72)TAI.(lc72)>
Ap®) = Artt=1) 4 g Ap—1
end
ap = (r(kfl)T Ar(m)) / (( Ap®)T pr))
x®) = x(k=1) 4 o, p®)
r () — p-1) _ o, Ap®)

end
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Kapitola 5
Prakticka cast

Zakladem praktické casti této prace je vlastni implementace vybranych metod.
Programové feseni je realizovano v programu Matlab®. Piislusné zdrojové
kédy jsou k dispozici na ptilozeném CD, zdrojové kédy vybranych metod
jsou uvedeny v piiloze. VSechny metody, se kterymi budeme dale pracovat,
jsou dilem vlastni implementace. V nezbytnych ptipadech budeme pracovat
s funkcemi jiz implementovanymi v programu Matlab®, coz bude v textu

vzdy oznaceno.

5.1 Testovaci data

K praktickému zhodnoceni implementovanych metod je potieba provést testo-
vani algoritmu na realnych datech, kterd nejlépe simuluji spojeni s praxi.
V naSem piipadé budeme vyvinuté metody testovat na dvou soustavach
normalnich rovnic. Obé soustavy jsou soustavy normélnich rovnic, které
dostaneme pii vyrovnani vazané plosné sité pomoci zprostiedkujicich po-
zorovani. Data jdouci do vyrovnani jsou v obou piipadech data namétena
na geodetickém kursu v Nectinech, ktery je soucasti vyuky oboru Geomatika
na Zapadoceské univerzité v Plzni. V obou pripadech se jednd o plosnou
sit, kterd vznikla za ucelem zhusténi zakladniho polohového bodového pole

v okoli Nectin. Vétsinou bylo provadéno vedenim polygonovych poradu a ob-
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servacemi na znamych i neznamych bodech.

Soustava 1
Testovaci soustava je sestavena na zakladé méteni z roku 2002. S témito daty

jsme pracovali v rdmci semestralni prace [9] z pfedmétu Geodetické metody
vyrovnani (KMA/GMV).

120

100

Obrazek 5.1: Rozlozeni prvku v matici normalnich rovnic N prvni testovaci

soustavy

Matice normélnich rovnic mé rozmér 66 x 66. Rozlozeni a hodnoty prvku

matice jsou vidét na obrazku. Hodnoty prvku jsou znazornény barvou podle
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barevné stupnice. Cislo podminénosti’ matice je 1319, coz ukazuje na spatné

numerické vlastnosti provadénych vypoctu.

Soustava 2
Soustava vznikla na zakladé spojeni dat namérenych v letech 2000 az 2003.

Podrobnosti jsou uvedeny v [15].
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Obrazek 5.2: Rozlozeni prvku v matici normélnich rovnic N druhé testovaci

soustavy

Matice normélnich rovnic mé rozmeér 134 x 134. Rozlozeni a hodnoty prvku

1Cislo podminénosti je uréené pomoci funkce programu Matlab® cond, vice informaci

o této funkci lze najit v [14].
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matice jsou vidét na obrdzku. Cislo podminénosti matice je 2737, je tedy

jesté vetsi nez ¢islo podminénosti matice prvni soustavy.

5.2 Prehled implementovanych metod

Uvedeme si prehled vsech metod, se kterymi budeme pracovat. V nésledujicim
seznamu je vzdy za pomlckou uvedeno jméno piislusné funkce, kterou jsme
pro danou metodu naprogramovali. V pripadé, ze se implementace sklada

z vice funkci, je uvedeno pouze jméno hlavni funkce.
e Klasické metody — obecné

- Singuldrni rozklad pro symetrické matice (symetricky Schuruv roz-
klad) — singValDecomp
Jednd se o feSeni soustavy normélnich rovnic pomoci singularniho
rozkladu matice, je realizovan pro symetrickou matici soustavy.
Singuldrni rozklad matice slouzi jako referen¢ni metoda vzhledem
k metodam gradientniho typu, predstavuje zastupce metod, které

jsou pro svoji stabilitu a robustnost bézné pouzivané.
e Klasické metody — gradientni

- Metoda nejvétsiho spadu — steepestDescent

- Metoda sdruzenych gradienti — conjugateGradients
Dveé gradientni metody v zakladnim tvaru, slouzi jako referenéni
metody vzhledem k modifikovanym metodam. Porovnanim vy-
sledku dosazenych pomoci zakladnich a modifikovanych metod lze

zhodnotit zlepseni prubéhu vypoctu.
e Modifikované metody

- Metoda nejvétsiho spadu s pouzitim diagonalniho predpodminéni
— varianta zleva, oboustranné a zprava — diagonalSD 1,

diagonalSD_c, diagonalSD_r
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- Metoda sdruzenych gradientu s pouzitim diagonalniho predpod-
minéni — varianta zleva, oboustranné a zprava — diagonalCG_1,

diagonalCG_c, diagonalCG_r

- Metoda nejveétsiho spadu s pouzitim predpodminéni netdplnou Cho-
leského faktorizaci — SD_chol

- Metoda sdruzenych gradienti s pouzitim predpodminéni netiplnou

Choleského faktorizaci — CG_chol

- Metoda sdruzenych gradientu s pouzitim predpodminéni pomoci

urychlovaciho parametru — conjugateGradientsOmega

- Metoda sdruzenych residui (modifikace metody sdruzenych gradi-

entll) — conjugateResiduals

5.3 Presnost reseni

Vektor teseni, ktery je vysledkem vypoctu soustavy normalnich rovnic, pred-
stavuje vektor oprav piibliznych hodnot soutadnic hledanych bodu, opravy
jsou v jednotce metr. Tyto opravy by se mély pohybovat v fadu centimetri az
decimetri. Soutadnice bodu se urcuji s presnosti na centimetry, tedy radoveée
1072 m. Budeme pozadovat ptesnost feseni o fad vyssi — 1072 m, protoze tiet
desetinné misto jiz bude zaokrouhlené (kdybychom feseni pocitali s presnosti
1072 m, bylo by jiz druhé desetinné misto zaokrouhlené). Pozadovana presnost
feseni predstavuje zaroven ukoncovaci podminku itera¢niho vypoctu. Nabizi
se tedy postup, ze budeme v kazdé iteraci pocitat residuum soustavy a praco-
vat s normou residua soustavy, viz vztah (3.28), hodnotu tol nastavime prave
na pozadovanou piresnost, napt. tol = 0,001. Takto lze pracovat s presnosti
a ukoncenim vypoctu ve vSech pouzitych metodach s vyjimkou metod s di-
agonalnim predpodminénim. Ostatni metody totiz neméni vstupni data jdou-
ci do vypoctu, princip diagonédlniho predpodminéni vSak spociva v tom, ze
pouzité metody zustdvaji stejné, ale vstupni hodnoty (matice soustavy a vek-

tor pravé strany) jsou zménény. Proto v kazdé iteraci pfi vypoctu residua
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musime pracovat s puvodni soustavou, nikoli se soustavou modifikovanou.

Hodnotu pozadované presnosti feseni lze podle potieby ménit. Za tcelem

porovnavani jednotlivych metod zavedeme nésledujici oznaceni:

e Normalni presnost

Hodnotu tol nastavime tol = 0,001, slouzi pro standardni vypocet.

e ZvySena piresnost
Hodnotu tol nastavime tol = 0, 00001, vysledky s touto presnosti budou
slouzit jako referen¢ni hodnoty pro porovnani s ostatnimi hodnotami,

budeme je povazovat za ,,spravné‘.

5.4 Zpusoby porovnani a zhodnoceni vysledku

V predchozi ¢asti jsme uvedli vSechny metody, se kterymi budeme pracovat.
Ve vétsiné pripadu budeme mezi sebou porovnavat gradientni metody ve své
standardni podobé s modifikovanymi gradientnimi metodami. Metoda sin-
gularniho rozkladu bude slouzit jako referenéni metoda vzhledem k metodam
gradientniho typu. Je potteba zvolit vhodny zpusob porovnani jednotlivych

metod a dosazenych vysledku.

5.4.1 Pocet iteraci

Jelikoz pracujeme s itera¢nimi metodami, nabizi se moznost porovnéavat efek-
tivitu jednotlivych metod pomoci poctu iteraci potfebnych k vypoctu feseni
se stejnou presnosti. Tento test budeme provadét pouze pro gradientni me-

tody (zakladni i modifikované).

Zpusob hodnoceni pomoci pouhého poctu iteraci vsak neni zcela objektivni.
Problém nastava napiiklad u metod predpodminénych netiplnou Choleského
faktorizaci a u metody sdruzenych gradientu s urychlovacim parametrem,

kde uvnitt vlastniho vypocetniho cyklu pocitame urcité kroky navic oproti
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standardnim gradientnim metoddm, konkrétné feseni soustavy Mz®*) = r(*)
V pripadé metod s diagonalnim predpodminénim je zase nutno zapocitat

cenu za vypocet inverzni matice C~!.

Sledovani poctu iteraci slouzi jako hruba predstava o vypocetni narocnosti
jednotlivych metod. Lze takto pomérné vystizné porovnavat metody, jejichz
jadro (hlavni vypocetni cyklus) je velmi podobné a neni tieba zapocitat zadné
dalsi operace navic — napriklad porovnani poctu iteraci potiebnych k vypoctu
reSeni se stanovenou presnosti pomoci metody sdruzenych gradientu a me-

tody sdruzenych residui.

5.4.2 Pocet operaci

Velmi precizni metodou porovnavani jenotlivych metod je sledovani poctu
vykonanych operaci. Z numerického hlediska se omezime pouze na pocet
nasobeni a déleni. Vysledny pocet operaci zavisi na poctu provedenych itera-
cf a na rozmeéru fesené soustavy. V tabulce (5.1) je uvedena cena za nékteré
elementarni operace, které nas budou zajimat (uvazujeme matice A a B

rozméru n X n, vektory u a v rozméru n X 1 a libovolné realné ¢islo c).

U ridkych matic 1ze v nékterych piipadech pocet operaci znacné snizit, ridkost
matice 1ze vhodnym zpusobem vyuzit a pracovat pouze s nenulovymi prvky.
Prikladem muze byt ndsobeni dvou matic, z nichz jedna je diagonélni (viz
tabulka 5.1), kdy pocet operaci je roven n?, v pifpadé, Ze by obé matice byly

plné, pocet operaci je roven n®.

5.4.3 Porovnani residui

Vipocet residua r® = b — Ax™® slouzi ke sledovani rychlosti konvergence
vypoctu, velikost normy residua slouzi k ukonceni vypoctu. Residuum ndm
muze slouzit i k porovnavani jednotlivych metod mezi sebou. Jednu z metod

zvolime jako referenc¢ni. Protoze zkoumame hlavné vlastnosti modifikovanych
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Provadéna operace Pocet operaci
c*u n
c*A n?
u*v n
uT*A n2
A*u n?
A*B n3
A*u (A diagondlni) n
A*B (A diagonélni, B plnd) n?
A~! (A plnd) n?
A~ (A diagonélni) n
AAT (A dolnf trojihelnikova) n

Tabulka 5.1: Pocty vykonanych nésobeni a déleni v nékterych elementarnich

operacich

metod, zvolime jako referencni metodu klasickou metodu nejvétsiho spadu
nebo metodu sdruzenych gradientu. Tu budeme pocéitat ve zvySené presnosti.
Porovnavané metody budeme pocitat v normalni presnosti. Muzeme spocitat
rozdil vektoru feseni referencni a porovnavané metody. Vektor tohoto rozdilu

oznac¢ime q. Budeme sledovat nasledujici hodnoty:
e Vypocet normy ||qll2 = v/q’q.
e Prumérnd hodnota prvku g¢;.

e Prvek s maximélni odchylkou od spravného feseni max|q;|.

5.4.4 Doba vypoctu

Dalsi moznosti, jak zhodnotit naro¢nost vypoctu, je mérit cas potiebny
k provedeni konkrétni operace. Zvolime pro vSechny metody stejnou pozado-

vanou pfesnost feSeni a zmérime dobu vypoctu pomoci jednotlivych metod.

44



Na zakladé ziskanych ¢asovych tdaju 1ze jednotlivé metody porovnat. Tento
druh testovani je v jistém smyslu duslednéjsi nez apriorni odhad poétu ope-
raci. Ma vSak i své nevyhody. Nelze jej pouzit obecné, da se pouzit pouze
ve spojeni s vypoctem realnych dat. Vzhledem k tomu, zZe pocita ¢as celého
prubéhu vypoctu, vyzaduje zcela vyladény kéd implementovany bez redun-
dantnich piikazi. Pro jeho realizaci 1ze vyuzit funkce tic a toc, které jsou
implementované v programu Matlab®. Méi{ ¢as, ktery je potieba k vykonani
urcité sekvence prikazu. Funkce tic spousti méreni ¢asu v misté, kde prikaz
uvedeme. Funkce toc ukonc¢i méfeni casu, opét v misté, na kterém piikaz
uvedeme, a vypise hodnotu ¢asu v sekundach, pripadné ji ulozi do proménné.

Vice informaci o pouziti obou piikazu lze nalézt v [14].

5.4.5 Test s Hilbertovou matici

Na zaveér provedeme vypocetni experiment. Tento test jiz neni pocitan na re-
alnych datech. Neni tedy pro tuto préaci klicovy, protoze nesimuluje chovani
implementovanych metod ve spojeni s redlnymi daty. Soustavy normalnich
rovnic jsou ¢asto $patné podminéné. Cisla podminénosti testovacich sou-
stav v této praci jsou 1319 a 2737, u rozsahlejsich soustav jsou pak cisla
podminénosti i vyssi. Provedeme tedy experiment, ve kterém budeme praco-

vat se soustavou rovnic s vysokym ¢islem podminénosti.

Uvazujme matici H rozméru n x n, jednotlivé jeji prvky jsou definovany

1
=7 Vi,j=12,... n
LAy Sun
Tato matice je nazyvana Hilbertova matice a je s oblibou uvadéna jako
piiklad matice s vysokym ¢islem podminénosti (Hilbertova matice fadu 5
m4 ¢islo podminénosti 4, 7661 - 10°!, s fadem matice se zvysuje i éislo podmi-
nénosti). Hilbertovu matici lze automaticky generovat v programu Matlab®

pomoci funkce hilb.
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Vytvorime testovaci soustavu linearnich algebraickych rovnic s Hilbertovou
matici fadu 20. Vektor pravé strany budeme generovat tak, aby jeho prvky
byly soucty prvku odpovidajiciho radku matice soustavy. Potom je jasné,
7e vektor fegeni bude vektor ve tvaru x = (1,1,1,...,1)T. Tato volba je
vyhodna, protoze predem zname hodnotu spravného feseni a muzeme snadno
zhodnotit presnost vypocitanych vysledku. Vypocet feseni provedeme vsemi

metodami.
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Kapitola 6

Vysledky

6.1 Diléi vysledky

6.1.1 Pocet iteraci

Metoda Pocet iteraci | Pocet iteraci
Soustava 1 Soustava 2

nejveétsi spad 1989 1694
sdruzené gradienty 56 78
nejv. spad — diagonalni zleva 1725 975
nejv. spad — diagonalni oboustr. 11243 19073
nejv. spad — diagonalni zprava 1307 866

sdr. grad. — diagonalni zleva 945 431

sdr. grad. — diagonalni oboustr. 93 144
sdr. grad. — diagondlni zprava 702 150
nejv. spad — Cholesky 76 63

sdr. grad. — Cholesky 14 14

sdr. grad. — urychlovaci param. 14 14
sdruzena residua 55 62

Tabulka 6.1: Pocet potiebnych iteraci
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Tabulka 6.1 ukazuje pocty iteraci potiebnych pro ziskani feseni ruznymi
metodami, pozadovana presnost feseni je tol = 0,001. Vypocet jsme provedli
pro obé testovaci soustavy. Z tabulky je patrné, ze pocet iteraci vlastni me-
tody sdruzenych gradientu je velmi nizky. Nésledné modifikace se potom
ve svych vysledcich lisi. V nékterych pripadech doslo ke zvySeni poctu iteraci,
v jinych ke snizeni. Velmi zajimavé vysledky dostdvame pro metody modi-
fikované neuplnou Choleského faktorizaci a pro metodu sdruzenych gradi-
entu s urychlovacim parametrem. Zde je snizeni poctu iteraci nejvyraznéjsi.
Pocet iteraci metody nejvétsiho spadu ve své zakladni podobé je pomérné
vysoky, kromé oboustranného diagonalniho predpodminéni dochézi modi-

fikacemi k jejich vyraznému snizeni.

Tento zpusob hodnoceni vSak podava pouze hrubou predstavu o celkové
vypocetni narocnosti metod. Musime brat v iivahu, ze piipadné snizeni poctu
iteraci nékterou z modifikaci je vyvazeno jistymi kroky navic. K ziskani kom-
plexnéjsiho pohledu je potifeba urcit, jak drahé je snizeni poctu iteraci, zda

se vubec vyplati. Touto problematikou se budeme zabyvat v nasledujici ¢asti.

6.1.2 Pocet operaci

UvaZujeme soustavu s rozmérem matice n X n, k necht oznacuje pocet iteraci
hlavniho vypocetniho cyklu, r je podil nenulovych prvka v matici normalnich
rovnic a pocitdme jej jako podil poc¢tu nenulovych prvku matice ku poétu
vSech prvku matice. Konstantu r vyuzijeme pfi uré¢ovani poctu operaci metod
s neuplnym Choleského predpodminénim a u metody sdruzenych gradientt

s urychlovacim parametrem.

V tabulce 6.2 je uveden pocet matematickych operaci nasobeni a déleni, ktery
je potiebny k ziskani feSeni se stanovenou piesnosti tol = 0,001. Vypocetni
slozitost vSech metod kromé metod pracujicich s netiplnym Choleského roz-
kladem se pohybuje fddové v poctu n? operaci, coz jsme apriorné ocekdvali.

U metod pfedpodminénych netplnym Choleského rozkladem a u metody
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s urychlovacim parametrem dosahuje vypoéetni slozitost fadu n?, ale pocet
operaci zavisi na zaplnéni matice soustavy. Podil nenulovych prvka matice

soustavy r je pro obé soustavy uveden v hlavicce tabulky 6.3.

Metoda n? n? n

nejvetsi spad - 2k+1 4k + 1
sdruzené gradienty - kE+1 8k — 2
nejv.sp. — diag.l. - 3k +2 4k + 3
nejv.sp. — diag.ob. - 3k +3 ok +3
nejv.sp. — diag.p. - 3k +2 ok + 2
sdr.gr. — diag.l. - 2k + 2 8k

2k +3 9k

2k +2 9k — 1
3k+5+1| dk+1
2k+5+2| 9k—3

5k + 5 10k — 3
sdr.residua - 3k Tk —1

sdr.gr. — diag.ob.

sdr.gr. — diag.p.
nejv.sp. — Chol.
sdr.gr. — Chol.

sdr.gr. — urychl.

INE NN
+ + +
W= Wl W=

Tabulka 6.2: Pocty operaci — obecné hodnoty

Po dosazeni hodnot £k a n, ziskdme konkrétni pocty iteraci pro obé soustavy
(viz tabulka 6.3). Podivame se nejprve na modifikované metody nejvétsiho
spadu. Pocet operaci je pro klasickou metodu nejvétsiho spadu velmi vysoky,
je to zpusobeno prili§ velkym poctem iteraci této metody. V modifikacich pak
kromé ptipadu oboustranného diagonalniho predpodminéni doslo ve vSech
pripadech ke snizeni puvodniho poc¢tu operaci. Nejnizsich hodnot dosahuje

pocet operaci metody nejvétsiho spadu s neiplnou Choleského faktorizaci.

Metoda sdruzenych gradientu ve své zakladni podobé davéa velice dobré
vysledky, pocet potiebnych operaci je velmi nizky. Metoda sdruzenych gradi-

entu s neuplnou Choleského faktorizaci tento pocet jesté snizuje. Ostatni me-
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tody vyzaduji vétsi pocet operaci, pomérné dobrych vysledku dosahuje me-

toda sdruzenych gradientu s urychlovacim parametrem a metoda sdruzenych

residui.
Soustava 1 | Soustava 2
n = 66 n =134
Metoda r=20,159 r = 0,088
nejvetsi spad 17,86 - 10° 61,76 - 10°
sdruzené gradienty | 0,28 -10° 1,50 - 10°
nejv.sp. — diag.l. 23,01 - 108 53,08 - 108
nejv.sp. — diag.ob. | 150,65 - 10° | 1040, 26 - 10°
nejv.sp. — diag.p. 17,52 -10% | 47,27-106
sdr.gr. — diag.l. 8,74 -10° 15,98 - 106
sdr.gr. — diag.ob. 0,88 108 5,40 - 108
sdr.gr. — diag.p. 6,54 - 10° 5,60 - 10°
nejv.sp. — Chol. 1,13 - 10° 4,31-10°
sdr.gr. — Chol. 0,25 - 106 1,41-10°
sdr.gr. — urychl. 0,42 - 108 2,13 108
sdr.residua 0,74 -10° 3,40 - 106

Tabulka 6.3: Pocty operaci — konkrétni hodnoty

6.1.3 Porovnani residui

Tento zpusob porovnani vysledku neslouzi k vyvozovani zavéru o metodach
jako takovych. Slouzi spise jako kontrolni srovnani ptesnosti vysledku zis-
kanych jednotlivymi metodami. Piesnost feseni je realizovana stanovenim
ukonc¢ovaci podminky. Zpusob ukoné¢eni vypocetniho cyklu iterac¢nich metod
se muze lisit. Pokud chceme porovnavat ruzné iteracni metody mezi sebou,
musi byt vypocetni cyklus vSech metod ukoncen stejné. V kazdé iteraci
se zkouma, zda je splnéna podminka, kterou si predem stanovime, cyklus

se opakuje dokud je podminka splnéna. V této praci realizujeme ukoncovaci
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podminku pomoci normy residua. Residua mohou byt pocitdna riuznymi

zpusoby.
Metoda Residuum pro ukonéeni
nejvetsi spad r®) =b — Ax®)
sdruzené gradienty r®) = k=1 _ o, ApH)
nejv. spad — diagonalni zleva r®) =b — Ax®) &
nejv. spad — diagonalni oboustr. r®) =b — Ax®) &
nejv. spad — diagondlni zprava r) =b — Ax®)  «
sdr. grad. — diagonélni zleva r) =b — Ax®)  «
sdr. grad. — diagonalni oboustr. rd) =p — Ax®)
sdr. grad. — diagondlni zprava r®) =b — Ax®)  «
nejv. spad — Cholesky r*) = b — Ax®
sdr. grad. — Cholesky r®) = =1 _ o, Ap*)
sdr. grad. — urychlovaci param. r) = b — Ax®
sdruzena residua r®) = =1 _ o, Ap®)

Tabulka 6.4: Zpusoby vypoctu residui

V tabulce 6.4 jsou uvedeny zpusoby pocitani residua, které jsou pouzity v jed-
notlivych metodach. Residuum pocitané rekurzivné se vSak od standardné
pocitaného residua r®) = b — Ax® téméf nelisi, shodujf se ptiblizné do fadu
1071, coz jsme zjistili zkusebnim vypoétem s obéma residui zdroveii a jejich
porovnavanim v kazdé iteraci. Oznaceni x u diagonalné predpodminénych
metod znamend, ze uvedeny zpusob vypoctu residua byl ptridan do vypo-
¢etniho cyklu navic. Tyto metody totiz pracuji s jinymi vstupnimi daty
(modifikuje se samotnd vstupni soustava), ale pro ukonc¢eni vypoctu je tieba
pracovat s puvodni soustavou. Tento postup je zaplacen operacemi navic
(dopocitani vektoru feseni x puvodni soustavy v kazdém kroku, nésledny
vypocet residua puvodni soustavy), ale pro objektivni hodnoceni presnosti

metod je nezbytny.
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Tabulky 6.5 a 6.6 ukazuji, jak se lisi vektory reSeni ziskané jednotlivymi

metodami pii nastaveni stejné presnosti feseni. Reseni pocitame v zakladni

presnosti tol = 0,001 a porovnavame je vzdy s feSenim ve zvysSené presnosti

tol = 0,00001 ziskaného metodou nejvétsiho spadu, resp. metodou sdruzenych

gradientu. Toto feSeni ve zvySené presnosti povazujeme za spravné. Ackoliv je

vSemi metodami spocitano feseni se stejnou presnosti, feseni urcené modifiko-

vanymi metodami nejvétsiho spadu s diagonalnim predpodminénim se od sku-

tecného teseni lisi nejvice. Pomérné vysokych hodnot dosahuji i odchylky

metody sdruzenych residui.

Soustava 1 Soustava 2
Metoda lall2 i max|q| | [qll2 i max|q;|
nejv.sp.-diag.l. 0,00228  0,00019  0,00077 | 0,00354  0,00017  0,00122
nejv.sp.-diag.ob. | 0,00228  0,00020  0,00078 | 0,00359  0,00017  0.00120
nejv.sp.-diag.p. | 0,00275  0,00024  0,00093 | 0,00457  0,00023  0.00155
nejv.sp.-Chol. 0,00076  0,00008  0,00018 | 0,00255  0,00015  0.00084

Tabulka 6.5: Residua feseni metody nejvétsiho

spadu a modifikovanych

metod
Soustava 1 Soustava, 2
Metoda lall2 g max|q;| | lall2 Gi max|g;|
sdr.gr.-diag.1. 0,00025  0,00003  0,00007 | 0,00032  0,00002  0,00007
sdr.gr.-diag.ob. | 0,00036  0,00003  0,00010 | 0,00102  0,00007  0,00022
sdr.gr.-diag.p. | 0,00020  0,00002  0,00006 | 0,00081  0,00005  0,00024
sdr.gr.-Chol. 0,00037  0,00004  0,00010 | 0,00068  0,00004  0,00019
sdr.gr.-urychl. | 0,00037  0,00004  0,00010 | 0,00068  0,00004  0,00019
sdr. residua 0,00106  0,00010  0,00035 | 0,00506  0,00025  0,00177

Tabulka 6.6: Residua feseni metody sdruzenych gradientu a modifikovanych

metod
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6.1.4 Doba vypoctu

Cas, ktery je potieba k vypoétu feseni pomoci jedné metody, neni shodny pii
kazdém spusténi programu. Doba vykonavani stejného postupu mirné kolisa.
Aby namétfena hodnota ¢asu co nejlépe vystihovala skuteénost, zméiime
spusténi kazdé metody stokrat, z namérenych ¢asu spocitame prumeér. Pro po-
rovnani cely vypocet provedeme na dvou pocitacich ruzné vykonnosti (viz
tabulka 6.7). U vSech metod volime stejnou pozadovanou pfesnost Feseni

tol = 0,001.

Parametry Pocitac 1 Pocitac 2
CPU 400 MHz 1,79 GHz
operacni pamét | 192 MB RAM | 512 MB RAM

Tabulka 6.7: Parametry pocitacu pouzitych pro méreni casu

Metoda Cas — 1 [s] | Cas — 2 [s]
singuldrni rozklad 15 2,3
nejveétsi spad 0,72 0,063
sdruzené gradienty 0,045 0,0032
nejv. spad — diagonalni zleva 1,1 0,089
nejv. spad — diagonalni oboustr. 11 0,82
nejv. spad — diagonalni zprava 1,3 0,10
sdr. grad. — diagonalni zleva 0,95 0,079
sdr. grad. — diagonélni oboustr. 0,16 0,019
sdr. grad. — diagonélni zprava 0,78 0,065
nejv. spad — Cholesky 1,1 0,22
sdr. grad. — Cholesky 0,33 0,075
sdr. grad. — urychlovaci param. 0,35 0,076
sdruzena residua 0,048 0,0045

Tabulka 6.8: Doba vypoctu jednotlivych metod pro soustavu 1
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Metoda Cas — 1 [s] | Cas — 2 [s]
singularni rozklad 404 66
nejveétsi spad 3,5 0,17
sdruzené gradienty 0,14 0,0088
nejv. spad — diagonalni zleva 3,5 0,16
nejv. spad — diagonalni oboustr. 68 3,3
nejv. spad — diagonalni zprava 3,4 0,17
sdr. grad. — diagonélni zleva 1,5 0,087
sdr. grad. — diagonalni oboustr. 0,99 0,069
sdr. grad. — diagonélni zprava 0,73 0,048
nejv. spad — Cholesky 0,65 0,10
sdr. grad. — Cholesky 0,21 0,038
sdr. grad. — urychlovaci param. 0,26 0,044
sdruzend residua 0,21 0,013

Tabulka 6.9: Doba vypoctu jednotlivych metod pro soustavu 2

V tabulkach 6.8 a 6.9 jsou uvedeny dosazené ¢asy vypoctu. Nejkratsi doba
vypoctu odpovida klasické metodé sdruzenych gradienti. Zadny z ¢ast jejich
modifikaci nenf kratsi. Nejvice se k ¢asu metody sdruzenych gradientu ptibli-
zuje metoda sdruzenych residui, v pripadé druhé testovaci soustavy dosta-
vame velmi dobré vysledky i pro metodu sdruzenych gradient s Choleského
faktorizaci a pro metodu sdruzenych gradientu s urychlovacim parametrem.
V pripadé prvni testovaci soustavy jsou vsak casy dosazené témito metodami

pomeérné vysoké.

Doba vypoctu klasické metody nejvétsiho spadu se oproti metodé sdruzenych
gradientu samoziejmé lisi, odpovidajici modifikace jsou tedy také obecné
pomalejsi. Ke zrychleni vypoctu metody nejvétsiho spadu dochazi pouze
pro Choleského modifikaci, a to v ptipadé druhé testovaci soustavy. Metody

s Choleského modifikaci a metoda s urychlovacim parametrem jsou para-
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doxné pomalejsi pro prvni testovaci soustavu, kterd je rozmérové mensi.

Nevyhodou tohoto druhu porovnanti je, Ze nezname presny princip, jak méreni
¢asu probiha. Na samotnou hodnotu ¢asu ma vliv mnoho faktoru, z nichz
ne vSechny byly v této praci detailné feseny. Mél by se zohlednit naptiklad
zpusob ulozeni prvku v maticich (uchovavani pouze nezbytného poctu prvku
co nejuisporngjsim zpusobem), ndroénost ulozeni na pamét, atd. Pii vlastni
implementaci jsme se zamérili hlavné na zamezeni vzniku redundantnich

prikazu.

6.1.5 Test s Hilbertovou matici

Cislo podminénosti Hilbertovy matice fadu 20 je rovno 1,9084 - 10™. V ta-
bulce 6.10 jsou uvedeny hodnoty vektoru feseni uréenych jednotlivymi meto-
dami, spravné fesenf jex = (1,1,1,...,1)7. V tabulce nejsou uvedeny vysled-
ky urcené metodou singularniho rozkladu, ta v prubéhu vypoctu selhdva,
stejné jako vSechny metody diagonalné predpodminéné. Metody nejvétsiho
spadu a sdruzenych gradientu s Choleského predpodminénim a metoda sdru-
zenych gradientt s urychlovacim parametrem potiebuji k ziskani feseni jednu
iteraci, vektor reseni vSak zcela neodpovida skuteéné hodnoté. Velikost resi-
dua r = b — Ax v8ak odpovida pozadované presnosti feseni tol = 0,0001!
V tabulce je pro srovnani uvedeno teseni ziskané pomoci funkce pro feseni
soustav rovnic, kterd je jiz naprogramovand v programu Matlab® (z4pis
funkce — zpétné lomitko ,\“). Pracuje na principu Gaussovy eliminace (viz
[14]). Rovnéz tato metoda poskytuje Spatné vysledky. Vypis feseni této me-
tody je doprovazen hlasenim, které upozornuje na prilis vysoké ¢islo podmi-
nénosti. Z vysledku je patrné, ze nejspravnéjsi reseni dava metoda nejvétsiho
spadu, metoda sdruzenych gradient a metoda sdruzenych residui, coz uka-

zuje na jejich vysokou stabilitu.
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nejv. | sdruz. | nejv.sp. | sdr.gr. | sdr.gr. | sdruz. | Matlab®
spad grad. Chol. Chol. | ur.par. | res. ¢

0,99675 | 0,99420 | 1,0006 1,0006 | 1,0006 | 0,99426 1

1,0241 | 1,0389 | 0,93356 | 0,93356 | 0,93356 | 1,0387 1

0,98610 | 0,97792 | 2,7414 2,7414 | 27414 | 0,97789 | 0,99969
0,97584 | 0,96493 | -13,695 | -13,695 | -13,695 | 0,96499 1,0039
0,98098 | 0,97405 | -9,6772 | -9,6772 | -9,6772 | 0,97413 | 0,97936
0,99156 | 0,98942 | 963,15 963,15 | 963,15 | 0,98952 1,0126
1,0025 | 1,0042 | -7225,3 | -7225,3 | -7225,3 | 1,0043 1,3920
1,0117 | 1,0158 28339 28339 28339 | 1,0159 -1,1443
1,0181 | 1,0236 | -68834 | -68834 | -68834 | 1,0236 6,6138
1,0218 | 1,0276 | 108920 | 108920 | 108920 | 1,0276 -7,869
1,0227 | 1,0282 | -112670 | -112670 | -112670 | 1,0282 11,931
1,0213 | 1,0260 73409 73409 73409 | 1,0260 -15,236
1,0179 | 1,0214 | -26959 | -26959 | -26959 | 1,0214 26,194
1,0127 | 1,0149 3767,8 3767,8 | 3767,8 | 1,0149 -24,907
1,0061 | 1,0068 294,95 294,95 | 294,95 | 1,0068 16,506
0,99833 | 0,99755 | 18,086 18,086 | 18,086 | 0,99750 | -10,456
0,98961 | 0,98731 | 309,78 309,78 | 309,78 | 0,98724 19,552
0,98013 | 0,97633 | -582,93 | -582,93 | -582,93 | 0,97625 | -18,490
0,97005 | 0,96480 | 367,28 367,28 | 367,28 | 0,96472 10,857
0,95952 | 0,95287 | -80,328 | -80,328 | -80,328 | 0,95278 | -0,93904

Tabulka 6.10:

Vektory teseni soustavy s Hilbertovou matici
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6.2 Celkové porovnani

Provedli jsme porovnani a zhodnoceni dosazenych vysledku podle jednotli-
vych kritérii. Na zakladé dilc¢ich zavéru se nyni pokusime o komplexnéjsi

analyzu.

Podle porovnani pouhého poctu iteraci bychom mohli soudit, Ze vétsina modi-
fikovanych metod vede ke zrychleni vypoctu. Potiebny pocet iteraci se totiz
snizuje, a to i u metody sdruzenych gradientu, ktera ve své klasické podobé
sama o sobé poskytuje velmi dobré vysledky. Pouhy pocet iteraci vsak neni
objektivnim hodnocenim. Je pravda, ze modifikacemi jsme dosdhli snizeni
poctu iteraci, ale cena za jeden vypocetni cykus vzrostla. V kazdé iteraci
provadime vypocetni kroky navic, které zvysuji cenu za jednu iteraci. Zalezi
na tom, zda je snizeni poctu iteraci tak vyrazné, ze prevazi zvyseni vypocetni
slozitosti jedné iterace. V ptipadé, Ze je snizeni poctu iteraci mensi, nesmi byt
vypocetni cena za jeden cyklus prilis vysoka. K ptresnéjsi analyze vypocetni
slozitosti slouzi sledovani poc¢tu provadénych operaci, ktery podéava kom-
plexni obraz efektivity jednotlivych metod. V prvnim kroku je teoreticky
urcen potiebny pocet operaci, nasledné je dosazeno do obecnych vztahu,

¢imz dostavame cenu za vypocet jedné soustavy jednou konrétni metodou.

Nejnizsi pocet operaci je potieba k vypoctu pomoci metody sdruzenych gradi-
entu s neuplnym Choleského predpodminénim. Témér shodny pocet operaci
ziskame pro klasickou metodu sdruzenych gradientu. Ostatni modifikace této
metody jiz vedou ke zvyseni potfebného poc¢tu operaci. Je to zptusobeno tim,
ze metoda sdruzenych gradienti konverguje po relativné malém poctu ite-
raci a naslednd snizeni poctu iteraci v modifikovanych metodach nejsou tak
velka, aby prevazila zvyseni vypocetni slozitosti jednotlivych iteraci (kroky
vykonané navic). Metoda nejvétsiho spadu ve své zakladni podobé potiebuje
velky pocet operaci, je to zpusobeno velkym poctem iteraci, které je nutno
provést. Modifikace metody nejvétsiho spadu pak vyrazné snizuji pocty ite-

raci a zvyseni naroc¢nosti vypoctu jednotlivych iteraci neni oproti klasické
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metodé nejvétsiho spadu tak velké. Jedind metoda, ktera vykazuje vyrazné
zhorseni vypocetni slozitosti metody nejvétsiho spadu, je metoda nejvétsiho

spadu s oboustrannym diagonalnim predpodminénim.

Déle bylo provedeno porovnani metod na zakladé méreni casu potiebného
k vypoctu. Tento test by mél odpovidat vypocitanému poctu operaci, nebot
se v podstaté jednd o praktickou realizaci méreni poctu operaci. Pokud
napiiklad néjaka metoda potiebuje polovicni pocet operaci nez zékladni me-
toda, méla by pocitat i dvakrat rychleji. Porovnani téchto dvou zpusobu
hodnoceni jsou vidét z grafu na obrazcich (6.1) a (6.2). Pro kazdou metodu
zobrazuji pocet operaci a zméfenou dobu vypoétu!, prvni graf odpovidd

vysledkum feSeni soustavy 1, druhy graf vysledkum feSeni soustavy 2.

Porovnéni poctu operaci a zmérené doby vypoctu v nékterych ptipadech
nekoresponduji. Nejvyraznéjsi rozpor je pro metody predpodminéné netliplnou
Choleského faktorizaci a pro metodu sdruzenych gradientu s urychlovacim
parametrem. V pripadé feSeni soustavy 2 si pocet operaci a doba vypoctu
priblizné odpovidaji. V pripadé prvni soustavy vsak dostavame zcela opacné
vysledky. Teoreticky byl pocet operaci snizen nebo mirné snizen, ale prak-

tickd doba vypoctu se u vsech tif metod zvysila (az osmindsobné).

Duvod pomalého vypoctu neni jednoznacné identifikovatelny, vzhledem k to-
mu, ze druhd soustava byla poc¢itana priblizné stejnou dobu jako podle odha-
du. Piicinou by mohlo byt to, Ze u vsech tif metod se vyuziva fidkost matice
soustavy a soustava 2 mé mensi podil nenulovych prvku (8,8 %) nez soustava
1 (15,9 %), tedy pracuje s méné prvky, na druhou stranu je vysstho fadu.
Tento jev vSak uvazujeme i pii konkrétnim pocitani poctu operaci, proto by

si cas a pocet operaci mély odpovidat.

Mezi porovnanim poc¢tu operaci a dobou vypoctu dochazi v piripadé nékterych

1Uvazujeme vzdy ¢as méfeny na prvnim poéitaci — sloupec 1.
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metod k rozporum. Oba zpusoby porovnani maji své vyhody a nevyhody
a méli bychom je zohlednit oba (teoretické urceni poc¢tu operact je sice exaktni
a jednoznacné popsatelné, ale pii praktické realizaci naro¢néjsiho problému
je doba vypoctu rozhodujicim faktorem). Sledovani poctu operaci je vyhodné
v tom, Ze naprosto precizné spocita pocet operaci, které je ve vypoctu nutno
provést. Jedna se vSak pouze o teoretické stanoveni vypocetni slozitosti,
nezahrnuje zadné jiné vlivy. Méfeni ¢asu ma vyhodu v tom, ze zahrnuje
vSechny faktory, které dobu vypoctu ovliviiuji. Tento pristup vsak vyzaduje
dokonale optimalizovany kod. Vzhledem k tomu, ze ziskani zcela optimali-
zovaného kédu nebylo tématem této prace, musime méteni ¢asu brat spise
jako orienta¢ni. Pokud bychom se chtéli detailné zabyvat samotnym métfenim
casu praktického vypoctu, bylo by nutné se samostatné vénovat pouze opti-
malizaci kédu, coz by pojalo rozsah celé prace. Dalsim problémem, na ktery

narazi méreni doby vypoctu, je kolisani namétenych hodnot casu.
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Pocet operaci [1076]
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Obrazek 6.1: Efektivita jednotlivych metod pro feseni soustavy 1
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Pocet operaci [1076]
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Obrazek 6.2: Efektivita jednotlivych metod pro feSeni soustavy 2
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Kapitola 7
Zaver

7.1 Shrnuti

V této praci jsem se zamérila na feSeni normalnich rovnic, které se objevuji
ve vyrovnani geodetickych meéteni. Podala jsem pirehled klasickych iterac-
nich metod, které mohou slouzit k feseni normalnich rovnic. Zamértila jsem
se na gradientni metody a na zkoumani ruznych moznosti modifikace obecné
znamych algoritmu. Jednim ze zpusobu je predpodminéni, které by mélo
slouzit ke zvysSeni stability celého vypoctu, zaroven jsem se pokusila o co
nejefektivnéjsi implementaci, aby doslo i ke zrychleni konvergence vypoctu.
Kromé predpodminéni jsem pouzila i jiny zpusob modifikace, ktery rovnéz
zohlediuje vlastnosti matice normalnich rovnic. Vlastni implementaci zkou-
manych metod jsem provedla v programu Matlab®. Nasledné testovani metod
na realnych datech slouzi k praktickému zhodnoceni a porovnéani jednotlivych
metod. Je zvoleno vice zpusobu porovnani, abychom ziskali komplexni pohled
na danou problematiku. Na zakladé provedené analyzy lze ucinit nasledujici

ZAvery.

e Gradientni metody vykazuji velmi dobré numerické vlastnosti. Zkou-
mala jsem metodu nejvétsitho spadu, ktera je primocara a slouzi spise
k ilustraci principu, na kterém jsou gradientni metody zalozeny. Rych-

lost konvergence neni prilis velikd, nékolikandsobné prevysSuje pocet
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neznamych n'. Pro praktické pouziti tedy neni piili§ vhodné. Nékteré
modifikace mohou jeji numerické vlastnosti zlepsit. Vhodnym zptusobem

je predpodminéni metodou neuplné Choleského faktorizace.

e Metoda sdruzenych gradienti ma vyborné numerické vlastnosti ve své
standardné pouzivané podobé. Je rychla a stabilni, feseni s pfimérené
zvolenou presnosti dosahuje po méné nez n iteracich. Vzhledem k jeji
propracovanosti a maximalni efektivité se tézko hleda vhodny zpusob
modifikace, ktery by jeji vlastnosti jesté zlepsil. Velice elegantni zpusob
je predpodminéni pomoci netiplné Choleského faktorizace. Tato me-
toda dokonce snizuje celkovy potiebny pocet opeaci. Dalsi variantou je
predpodminéni s pouzitim urychlovactho parametru. Bylo by zajimavé
podrobnéjsi studium této metody, dostupna literatura pouzita jako
podklad pro tuto praci o ni vice informaci neuvadi. Blizsi zkoumani
predpodminéni s pouzitim urychlovaciho parametru by mohl byt jednim
z bodu mé diplomové prace, kterou chci navazat na tuto bakalarskou
praci. Dalsi zajimavou metodou je metoda sdruzenych residui, ktera

poskytuje také velmi dobré vysledky.

e Modifikace klasickych algoritmu ma i své nevyhody, protoze je vétsinou
spojena s vykonanim nékterych operaci navic. Tyto nadbytecné kroky
mohou mit negativni vliv na chovani metody béhem vypoctu, dochazi
mnohdy k jeho zpomaleni, ackoliv byl snizen pocet iteraci. Nékteré
zpusoby predpominéni se na zakladé hodnoticich kritérii ukazaly jako
nevhodné. Jednd se o diagondlni predpodminéni, které literatura [5]
uvadi jako zvlast vhodné pro symetrické a pozitivné definitni ma-
tice. V aplikaci na feSeni normalnich rovnic vSak nepodava uspokojivé

vysledky:.

1Bez uvazovani zaokrouhlovacich chyb bychom u gradientnich metod méli doséhnout

feSeni po nejvyse n krocich.
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7.2 Zaveéer

Predpodminéni a jiné dalsi zpusoby modifikace klasickych metod mohou vést
ke zvyseni stability a efektivity vypoctu normalnich rovnic. Zalezi na vol-
bé zpusobu predpodminéni. Spatné zvolend modifikace muze vést dokonce
ke zhorseni vypocetnich vlastnosti metody. V této préaci jsem se pokusila
priblizit nékteré z druhu predpodminéni a modifikaci klasickych algoritmu.

Na zakladé praktickych vypoctu jsem provedla jejich zhodnoceni a analyzu.

Za piinos této prace povazuji i jeji prakticky vystup, jedna se o balik metod,
které 1ze pouzit pro feSeni soustav normélnich rovnic. Vsechny metody jsou

k dispozici na ptilozeném CD.

7.3 Vyhled

Obsah této prace dava vzniknout tfadé podnétu, kterymi by bylo mozné
na tuto praci navazat. Nékterymi bych se rada zabyvala ve své diplomové

praci.

Provést testovani metod na rozsahlejsich soustavach normélnich rovnic,

sledovat chovani jednotlivych metod se zvysujicim se fadem soustavy.

e Vice vyuzit fidkost matice normalnich rovnic pfi feSeni soustavy.

Zamérit se na optimalizaci kodu.

Provést implementaci metod v jiném prostiedi (programovaci jazyk
C++), ptipadné ve vice ruznych prostiedich a porovnat chovani metod

v zéavislosti na programovacim jazyku.
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Dodatek A
Prilohy

Metoda nejvétsiho spadu s predpodminénim nedplnou Choleského

faktorizaci

function[x,k] = SD_chol(A,b,tol);
n=size(A,1);
% neuplny Choleskeho rozklad matice A
pom=A;
for k=1:n
pom(k,k)=sqrt (pom(k,k)) ;
for i=k+1:n
if (pom(i,k)~=0)
pom(i,k)=pom(i,k)/pom(k,k);
end
end
for j=k+1:n
for i=j:n
if pom(i,j)~=0
pom (i, j)=pom(i,j)-pom(i,k)*pom(j,k);
end
end

end



end

H=zeros(n);
for i=1:n
for j=1:n
if i>=j
H(i,j)=pom(i,]j);
end
end

end

M=H*H’; %, matice predpodmineni M

% inicializace vektoru reseni
x=zeros(n,1);

% pocatecni hodnota residua
r=b-A*x;

% pocitadlo iteraci

k=0;

% vlastni reseni soustavy rovnic

while (sqrt(r’*r) > tol) % volba zastav. podminky (norma residua)
% reseni pomocne soustavy Mxz=r (M=H#H’) metodou cholesky
z=cholesky (H,r) ;
alpha=r’*z/(z’*A*z) ;
x=x+alpha*z;
r=b-A*x;
k=k+1;

end



Metoda sdruzenych gradienti s predpodminénim netdplnou Choleského

faktorizaci

function[x,k]= CG_chol(A,b,tol);
n=size(A,1);

%hinicializace vektoru reseni
x=zeros(n,1);

hpocatecni hodnota residua
r_0=b-Ax*x;

Jneuplny Choleskeho rozklad matice A
pom=A;
for k=1:n
pom(k,k)=sqrt (pom(k,k));
for i=k+1:n
if (pom(i,k)~=0)
pom(i,k)=pom(i,k)/pom(k,k);
end
end
for j=k+1:n
for i=j:n
if pom(i,j)~=0
pom (i, j)=pom(i,j)-pom(i,k)*pom(j,k);
end
end
end

end

H=zeros(n);
for i=1:n
for j=1:n

if i>=]



H(i,j)=pom(i,]);
end
end
end
H;

M=H*H’; Ymatice predpodmineni M

%hvlastni reseni soustavy rovnic

hprvni iterace

hreseni pomocne soustavy rovnic M*z_0O=r_0 (M=H*H’) metodou cholesky
z_0=cholesky(H,r_0);

p=z_0;
alpha=r_0’*z_0/(p’*A*p) ;
x=x+alphax*p;
r=r_0O-alphax*A*p;
Jpocitadlo iteraci

k=1;

hvektory r_i, r_j, z_j uchovavaji hodnoty residui ze dvou po sobe
hjdoucich iteraci k-1, k-2

r_j=r_0;

r_i=r;

z_j=z_0;

while (sqrt(r_i’*r_i) > tol) %volba zastav. podminky (norma residua)
%reseni pomocne M*z_i=r_i (M=H#H’) metodou cholesky
z_i=cholesky(H,r_i);
beta=r_i’*z_i/(r_j’*z_j);
p=z_itbeta*p;

Ap=A+p;



alpha=r_i’*z_1i/(p’*Ap);
x=x+alphax*p;

r_j=r_i;
r_i=r_i-alphax*Ap;
z_j=z_1;

k=k+1;

end

Metoda sdruzenych residui

function [x,k]=conjugateResiduals(A,b,tol);
n=size(A,1);

hinicializace vektoru reseni

x=zeros(n,1);

hpocitadlo iteraci

k=0;

hpocatecni hodnota residua

r_i=b-A*x;

while (sqrt(r_i’*r_i) > tol) %volba zastav. podminky (norma residua)

k=k+1;

if k==
p_i=r_i;
Api=Ax*p_i;

riAri=r_i’*Axr_i;

else
riAri=r_i’*A*r_i;
beta=(riAri)/(r_j’*A*r_j);
p_i=r_i+beta*p_j;
Api=Axp_i;

end

alpha=(riAri)/(Api’*Api);



x=x+alpha*p_i;
r=r_i-alphax*Api;
r_j=r_i;
r_i=r;
P_J=p-1;

end

Metoda sdruzenych gradienta s diagonalnim predpodminénim zleva

function[x,k]=diagonalCG_1(A,b,tol);
n=size(A,1);

hvypocet matice predpodmineni C
C=diag([diag(A)]);

hvypocet inverze matice C volanim funkce inverse

C_inv=inverse(C);

Jmodifikace vstupni soustavy Ax=b na tvar C_invxA*x=C_invxb
Jvypocet AA=C_inv*A;
for i=1:n

AA(i,1:n)=C_inv(i,i)*A(i,1:n);

end

Jvypocet bb=C_inv*b;
for i=1:n
bb(i,1)=C_inv(i,i)*b(i,1);

end

%inicializace vektoru reseni
x=zeros(n,1);

Jpocitadlo iteraci

k=0;

hpocatecni hodnota residua



r_x=bb-AAxx;
r_i=r_x;
while (sqrt(r_x’*r_x) > tol) %volba zastav. podminky (norma residua)
k=k+1;
if k==
p_i=r_i;
else
beta=r_i’*r_i/(r_j’*r_j);
p_i=r_i+betaxp_j;
end
AApi=AAxp_i;
alpha=r_i’*r_i/(p_1i’*AApi);
x=x+alpha*p_i;
r=r_i-alphaxAApi;
r_j=r_i;
r_i=r;
P_J=p-1;
%dopocitani residua r_x puvodni soustavy, kvuli sledovani
%velikosti residua pro zastaveni vypoctu
r_X=b-A*x;

end



Dodatek B

Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje néasledujici adresare:

e Adresar metody obsahuje vSechny metody naprogramované a pouzité

v této praci.

e Adreaf data_a_spusteni obsahuje testovaci soustavy a piislusné soubory

pro spusténi feseni soustav vsemi metodami v programu Matlab®.

e Adresar dokumentace obsahuje soubor .pdf s vlastnim textem prace.



Evidenéni list

Souhlasim s tim, aby moje bakalarska prace byla pujcovana k prezenénimu

studiu v Univerzitni knihovné ZCU v Plzni.

V Plzni dne 12. ¢ervna 2006

Uzivatel stvrzuje svym ¢itelnym podpisem, ze tuto bakalaiskou praci pouzil

ke studijnim tcelum a prohlasuje, ze ji uvede mezi pouzitymi prameny.

Jméno Fakulta / katedra | Datum Podpis




