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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá hledáńım nejkratš́ıch cest na nepravidelné

trojúhelńıkové śıti (tzv. TIN) s využit́ım metody Fast Marching.

Tato metoda odvozená v [11] je efektivńı numerická metoda vhodná pro ře-

šeńı eikonalové rovnice |∇T |F = 1 na obdélńıkové pravoúhlé śıti. Metodu

lze mı́rně modifikovat a použ́ıt ji pro řešeńı eikonalové rovnice na TIN. Jako

aplikaci je poté možné hledat nejkratš́ı cesty na TIN.

V práci je popsána a implementována metoda Fast Marching, a to na pravo-

úhlé śıti i na TIN. Následně je vyvinut vlastńı algoritmus pro výpočet nej-

kratš́ıch cest na TIN. Źıskané výsledky jsou vizualizovány a analyzovány.

Kĺıčová slova
pohybuj́ıćı se hranice, eikonalová rovnice, numerické metody, metoda Fast

Marching, nejkratš́ı cesty, TIN, MATLAB
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Abstract

This bachelor thesis deals with construction of shortest paths on a triangular

irregular network (TIN) using the Fast Marching Method.

This method developed in [11] is an efficient numerical method for solving

the Eikonal equation |∇T |F = 1 on a rectangular orthogonal mesh. It is

possible to extend this method to a TIN and as an application to construct

shortest paths on a TIN.

The Fast Marching Method on a mesh as well as on a TIN is described and

implemented in the thesis. Then is developed an own algorithm for construc-

tion of shortest paths on a TIN. Results are visualised and analysed.

Keywords
moving interface, Eikonal equation, numerical methods, Fast Marching Me-

thod, shortest paths, TIN, MATLAB
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1.1 Motivace řešeńı problému nejkratš́ı cesty . . . . . . . . . . . . 9
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace řešeńı problému nejkratš́ı cesty

Hledáńı nejkratš́ıch cest je intenzivně diskutovanou otázkou zejména při ře-

šeńı navigačńıch úloh – at’ už máme na mysli historickou mořeplavbu či mo-

derńı navigaci pomoćı globálńıho polohového systému GPS. Odjakživa bylo

potřeba dostat se z výchoźıho do ćılového mı́sta co nejrychleji a s co nejmen-

š́ımi náklady na cestu a tyto d̊uvody podněcovaly a stále podněcuj́ı zájem

o problematiku nejkratš́ıch cest.

V geodézii se tento problém řeš́ı již velice dlouho a je známý pod názvem

druhá základńı geodetická úloha – ze zadaných souřadnic koncových bod̊u je

úkolem vypoč́ıtat délku geodetické křivky mezi těmito dvěma body a azimuty

křivky v koncových bodech. Na klasických referenčńıch plochách je tato úloha

jednoduše řešitelná – v rovině převodem kartézských souřadnic na polárńı,

na kulové ploše pomoćı aparátu sférické trigonometrie a na rotačńım elip-

soidu numerickým řešeńım soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic.

S nástupem geografických informačńıch systémů (GIS) a obecně informačńıch

technologíı se začaly prosazovat nové reprezentace zemského povrchu, jako

je např́ıklad nepravidelná trojúhelńıková śıt’ – tzv. TIN. Jednou z d̊uležitých
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vlastnost́ı GIS je možnost prováděńı prostorových analýz – analýz využ́ı-

vaj́ıćıch prostorové vztahy mezi objekty. Jednou z prostorových analýz je i

problém hledáńı nejkratš́ı cesty mezi dvěma body na TIN, kterým se zabývám

ve své bakalářské práci – mým ćılem je navrhnout a implementovat numerické

metody pro hledáńı nejkratš́ıch cest na TIN.

1.2 Struktura práce

Tato práce je rozdělena do pěti kapitol.

Prvńı a druhá kapitola práce představuj́ı úvod do tématu. Prvńı kapitola

přibližuje motivaci řešeńı problému nejkratš́ı cesty. Ve druhé kapitole jsou

vysvětleny některé základńı pojmy – TIN jako model zemského povrchu a

geodetická křivka a jej́ı souvislost s nejkratš́ımi cestami.

Nejd̊uležitěǰśımi částmi práce jsou třet́ı a čtvrtá kapitola, ve nichž je řešen

problém hledáńı nejkratš́ı cesty mezi dvěma body na TIN. Ve třet́ı kapitole

jsou nejprve teoreticky popsány numerické metody použité pro řešeńı tohoto

problému a ve čtvrté kapitole jsou následně prezentovány praktické výsledky

źıskané těmito metodami.

V závěrečné páté kapitole jsou shrnuty a zhodnoceny výsledky práce a je

naznačen jakýsi výhled do budoucna – několik podnět̊u, kterými je možné se

zabývat v daľśı práci.
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Kapitola 2

Vysvětleńı základńıch pojmů

Moje práce se týká hledáńı nejkratš́ıch cest na nepravidelné trojúhelńıkové

śıti – TIN. V této kapitole bych tedy ráda naznačila, co to vlastně TIN je a

jaké má postaveńı v hierarchii model̊u zemského povrchu. Dále bych chtěla

definovat pojem geodetické křivky, zmı́nit některé zaj́ımavé vlastnosti geo-

detické křivky a vysvětlit, jak souviśı geodetické křivky s nejkratš́ımi cestami.

2.1 Reprezentace zemského povrchu

Skutečný fyzický povrch Země (terén, dna oceán̊u) je velice komplikovaná

plocha, kterou neńı možné popsat analyticky. Existuje mnoho zp̊usob̊u, jak

v́ıce či méně zjednodušeně reprezentovat zemský povrch. Je možné jej popiso-

vat bud’ globálně – povrch celé Země – nebo lokálně – matematické vyjádřeńı

pouze malé části zemského povrchu. Od velikosti územı́ se následně odv́ıj́ı

konkrétńı zp̊usob reprezentace tohoto územı́.

2.1.1 Globálńı modely

Tyto modely se zaměřuj́ı na reprezentaci zemského povrchu jako celku a

využ́ıvaj́ı se při analýzách velkého prostorového rozsahu. Globálně bývá fy-
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zický povrch Země nahrazován následuj́ıćımi plochami:

• geoid – hladinová plocha t́ıhového pole Země

• trojosý elipsoid

• rotačńı elipsoid (zploštělý na pólech)

• kulová plocha

• jiné složitěǰśı plochy

Při výběru nejvhodněǰśı náhradńı plochy se přihĺıž́ı k požadavk̊um na přes-

nost reprezentace, se kterou ale souviśı i komplikovanost náhradńı plochy.

Globálńımi modely zemského povrchu se zabývá vyšš́ı geodézie, která tyto

plochy nejen už́ıvá, ale i určuje na základě r̊uzných měřeńı (délky, úhly, t́ıže,

dálkový pr̊uzkum, geodetické družice, letecká data atd.). Pro podrobněǰśı in-

formace odkazuji na [8].

2.1.2 Lokálńı modely

Tyto modely se na rozd́ıl od globálńıch model̊u zaměřuj́ı na detailněǰśı popis

menš́ıch část́ı zemského povrchu. Jsou využ́ıvány při analýzách malého pros-

torového rozsahu, ve kterých je kladen d̊uraz na přesnost vstupńıch dat.

Data o zemském povrchu mohou být uchovávána následuj́ıćımi dvěma kva-

litativně odlǐsnými zp̊usoby:

• rastrově

• vektorově
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Rastrové vyjádřeńı

Základńım stavebńım prvkem rastrové struktury je buňka. Buňky jsou orga-

nizovány do mozaiky. Nejpouž́ıvaněǰśım typem mozaiky je pravidelná čtver-

cová mř́ıžka. Jednotlivé buňky obsahuj́ı středńı hodnoty výškových dat z da-

ného územı́. Takto je reprezentován např́ıklad digitálńı model terénu – DMT.

Výhodou tohoto př́ıstupu je jednoduchost datové struktury, nevýhodou je

velká pamět’ová náročnost při zpracováńı a uchováńı dat.

Vektorové vyjádřeńı

Nejběžněǰśım typem vektorového popisu zemského povrchu je nepravidelná

trojúhelńıková śıt’ neboli TIN (z anglického Triangular Irregular Network).

TIN reprezentuje povrch jako soubor trojúhelńık̊u, z nichž každý je defi-

nován třemi vrcholy – body o známých prostorových souřadnićıch. Každá

hrana v TIN (s výjimkou
”
obvodu“ TIN) je sd́ılena právě dvěma sousedńımi

trojúhelńıky. Proces vytvořeńı śıtě se nazývá triangulace a existuje pro něj

řada algoritmů – jako př́ıklad lze uvést Delaunayovu triangulaci.

Obrázek 2.1: Př́ıklad TIN.

Výhodou vektorového př́ıstupu je věrněǰśı a přesněǰśı popis tvar̊u zemského

povrchu a optimalizace uložeńı dat, jeho nevýhodou je složitost datové struk-

tury a t́ım i algoritmů s ńı pracuj́ıćıch.
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Mezi vektorovou a rastrovou reprezentaćı zemského povrchu je samozřejmě

možné podle aktuálńı potřeby vzájemně převádět.

Detailněǰśı informace k tématu lokálńıch reprezentaćı zemského povrchu lze

nalézt např́ıklad v [2].

2.2 Geodetická křivka

V této části bude definován pojem geodetické křivky a naznačena souvislost

nejkratš́ıch cest a geodetických křivek. Neńı zde zaváděn matematický aparát

diferenciálńı geometrie křivek a ploch, předpokládaj́ı se znalosti v rozsahu

předmětu Diferenciálńı geometrie (KMA/DG) – viz [3].

2.2.1 Definice geodetické křivky

Necht’ P(t), t ∈ I, kde I je interval, je křivka na ploše κ. Velikost pr̊umětu

vektoru prvńı křivosti křivky P(t) do tečné roviny plochy κ nazýváme geo-

detická křivost křivky na ploše.

Geodetickou křivkou (nebo také geodetikou) rozumı́me křivku plochy, která

obsahuje jen body s nulovou geodetickou křivost́ı. Alternativně ji lze také

definovat jako křivku plochy, která splňuje podmı́nku, že v každém jej́ım

bodě splývá hlavńı normála této křivky s normálou plochy.

2.2.2 Vlastnosti geodetické křivky

Geodetické křivky jsou významné křivky z hlediska hledáńı nejkratš́ıch spoj-

nic mezi body na ploše. Vztah mezi geodetikami a nejkratš́ımi spojnicemi

vyjadřuje tato věta:
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Pokud mezi dvěma body plochy existuje nejkratš́ı spojnice, pak

je geodetikou.

Geodetiky jsou tedy jakési kandidátky na nejkratš́ı spojnice. Také plat́ı, že

každým bodem plochy procháźı jediná geodetika s danou tečnou.

Daľśı vlastnost geodetické křivky vyjadřuje Clairaurova věta:

Necht’ G(t), t ∈ I, je geodetikou na rotačńı ploše s osou o a

necht’ ρ(t) je vzdálenost bodu křivky G(t) od osy o. Označme

ϕ(t) azimut (odchylku od meridiánu) křivky G(t) v daném bodě.

Pak součin

c = ρ(t) · sin ϕ(t) (2.1)

je pro všechna t ∈ I konstantńı. Naopak je-li součin ρ(t) · sin ϕ(t)

pro všechna t ∈ I konstantńı, křivka G(t) je geodetikou.

2.2.3 Př́ıklady

• Geodetikami v rovině jsou př́ımky této roviny. Zde splývá množina

geodetik s množinou nejkratš́ıch spojnic.

• Geodetikami na kulové ploše jsou hlavńı kružnice této kulové plochy

(kružnice, které maj́ı střed ve středu př́ıslušné kulové plochy a jejich

poloměr je roven poloměru této kulové plochy). Každé dva r̊uzné body

(s výjimkou těch, které lež́ı na opačných pólech kulové plochy) lze spojit

dvěma geodetikami – kratš́ım a deľśım obloukem hlavńı kružnice. Body

na opačných pólech kulové plochy spojuje nekonečně mnoho geodetik

stejné délky.

• Geodetikami na rotačńı válcové ploše jsou površky, rovnoběžkové kruž-

nice a šroubovice. Zvoĺıme-li na povrchu dva r̊uzné body nelež́ıćı na téže

rovnoběžkové kružnici, existuje mezi nimi nekonečně mnoho geodetik.

Jen jedna z nich je jejich nejkratš́ı spojnićı.
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Kapitola 3

Hledáńı nejkratš́ı cesty na TIN

K problému hledáńı nejkratš́ı cesty na TIN existuje mnoho př́ıstup̊u. Vstu-

pem algoritmů je vždy TIN a dva r̊uzné body na TIN – výchoźı bod a ćılový

bod, výstupem je pak nejkratš́ı cesta po TIN mezi těmito dvěma body.

Nepovinným vstupem může být váhová funkce F , která pro každý vrchol

TIN definuje možnou rychlost pohybu v tomto vrcholu (např́ıklad v závislosti

na prostupnosti terénu). Výstupem pak je nejkratš́ı vážená cesta, která mini-

malizuje celkový čas cesty mezi danými dvěma body.

Ve své práci problém hledáńı nejkratš́ı cesty na TIN řeš́ım ve dvou kroćıch:

1. Výpočet časové funkce T , která pro každý vrchol TIN udává minimálńı

čas cesty do výchoźıho bodu.

2. Vlastńı výpočet nejkratš́ı cesty –
”
návrat“ z ćılového do výchoźıho

bodu podél záporně vzatého gradientu funkce T – gradient udává směr

největš́ı změny funkce T a tedy i lokálńı směr nejkratš́ı cesty.

3.1 Výpočet časové funkce T

Představme si, že na ploše κ je dán výchoźı bod a že známe časovou funkci T

definovanou na ploše κ, která pro každý bod této plochy vyjadřuje minimálńı
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čas cesty do výchoźıho bodu. Křivky ξ na této ploše, pro které plat́ı

ξ = {(x, y, z) : (x, y, z) ∈ κ ∧ T (x, y, z) = konst} , (3.1)

nazvěme hladiny funkce T . Plat́ı, že vektor ∇T je ortogonálńı k hladinám

funkce T – udává normálový směr pro daný bod křivky. Soustavu hladin

funkce T je možné popsat jako jednoparametrický systém křivek ξ(t), pro

které plat́ı

ξ(t) = {(x, y, z) : (x, y, z) ∈ κ ∧ T (x, y, z) = t} . (3.2)

Na tento systém je možné nahĺıžet jako na výchoźı křivku, pro kterou plat́ı

ξ0 = {(x, y, z) : (x, y, z) ∈ κ ∧ T (x, y, z) = 0} . (3.3)

(v našem speciálńım př́ıpadě se jedná o jediný výchoźı bod) a která se rozṕıná

normálovým směrem rychlost́ı, která je pro každý bod předepsána funkćı F .

T́ımto zp̊usobem je možné ze známé polohy výchoźı křivky a z dané funkce

F rekonstruovat časovou funkci T .

V této části bude nejprve odvozeno matematické vyjádřeńı pohybuj́ıćı se

hranice v R2, následně bude problém diskretizován do rovinné čtvercové śıtě

a budou hledána numerická schémata pro jeho řešeńı. Nast́ıńıme klasické

iteračńı řešeńı a nakonec se zaměř́ıme na efektivńı metodu Fast Marching –

nejprve na rovinné čtvercové śıti a poté rozš́ı̌ŕıme algoritmus i pro výpočet

na TIN.
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V následuj́ıćım textu se zabývám obecněǰśım př́ıpadem, kdy počátečńım

stádiem pohybuj́ıćı se hranice je křivka, při implementaci je jako počátek

uvažován jediný bod.

3.1.1 Pohybová rovnice pro pohybuj́ıćı se hranici

Uvažujme jakousi hranici, např́ıklad jednoduchou uzavřenou křivku v R2,

která odděluje jednu oblast od jiné. Představme si, že tato křivka se pohy-

buje směrem, který je pro každý bod křivky určen normálou křivky v tomto

bodě a že rychlost pohybu v daném bodě je dána funkćı F (viz obrázek

3.1). Naš́ım ćılem je popsat pohyb této hranice v závislosti na funkci F a na

výchoźı pozici hranice.

vnitøní
oblast

vnìjší
oblast

vnìjší
oblast

F

Obrázek 3.1: Křivka pohybuj́ıćı se normálovým směrem rychlost́ı F .

Formulace okrajové úlohy

Nyńı předpokládejme, že F > 0, takže hranice se vždy pohybuje směrem

”
ven“. Pozici rozṕınaj́ıćı se hranice lze charakterizovat např́ıklad časovou

funkćı T (x, y), která pro každý bod (x, y) udává čas, ve kterém hranice

dosáhla tohoto bodu. Odvod́ıme nyńı rovnici pro funkci T .
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Použijeme-li známý vztah, že vzdálenost = rychlost×čas, pak v jednorozměr-

ném př́ıpadě dostáváme

F
dT

dx
= 1. (3.4)

Ve v́ıce dimenźıch plat́ı, že∇T je ortogonálńı k hladinám funkce T a podobně

jako v předchoźım př́ıpadě je jeho velikost nepř́ımo úměrná rychlosti, tedy

|∇T |F = 1, T = 0 na Γ, (3.5)

kde Γ je počátečńı pozice hraničńı křivky. Pro polohu rozṕınaj́ıćı se hranice

v čase t potom plat́ı

Γ(t) = {(x, y) : T (x, y) = t} . (3.6)

Pohyb hranice je tedy charakterizován jako řešeńı okrajové úlohy. Rovnici

|∇T |F = 1 se ř́ıká eikonalová rovnice.

3.1.2 Diskretizace problému

V této části a v celé daľśı práci vycháźım ze znalost́ı a z terminologie zave-

dené v předmětu Numerické metody (KMA/NM) – viz [7] a [9].

Pro numerický výpočet časové funkce T je potřeba p̊uvodńı spojitý problém

vhodně diskretizovat – množinu R2 nahradit rovinnou pravoúhlou výpočetńı

śıt́ı a ∇T =
(

∂T
∂x

, ∂T
∂y

)
v rovnici |∇T |F = 1 aproximovat pomoćı př́ıslušných
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diferenčńıch schémat.

Diskretizace množiny R2

Diskretizaci množiny R2 provedeme standardńım zp̊usobem – viz obrázek 3.2.

Představme si pravidelnou śıt’ bod̊u, ve směru osy x je mezi body krok ∆x a

ve směru osy y krok ∆y. Pro př́ıpad čtvercové śıtě plat́ı ∆x = ∆y. Umı́stěńı

konkrétńıho bodu v této śıti je pak charakterizováno dvojićı index̊u i a j

(i, j ∈ Z) – index i pro pozici ve směru osy x a index j pro pozici ve směru

osy y. Označ́ıme xi = i∆x a yi = i∆y a jako bod (i, j) budeme rozumět bod

o souřadnićıch (xi, yj).

(0,0)

( , )i  j

Äx

Äy x

y

Obrázek 3.2: Diskretizace množiny R2.

Aproximace ∇T

Derivace ve výrazu pro ∇T nahrad́ıme diferencemi odvozenými z Taylorova

rozvoje funkce T .

Základńı diferenčńı schémata:

• levá diference podle x: D−xT =
T (x, y)− T (x−∆x, y)

∆x

• pravá diference podle x: D+xT =
T (x + ∆x, y)− T (x, y)

∆x
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• centrálńı diference podle x: D0xT =
T (x + ∆x, y)− T (x−∆x, y)

2∆x

Přejděme nyńı na přehledněǰśı značeńı. Označme Tij = T (xi, yj) a základńı

diferenčńı schémata zapǐsme pomoćı index̊u i a j:

• levá diference podle x v bodě (i, j): D−x
ij T =

Tij − Ti−1,j

∆x

• pravá diference podle x v bodě (i, j): D+x
ij T =

Ti+1,j − Tij

∆x

• centrálńı diference podle x v bodě (i, j): D0x
ij T =

Ti+1,j − Ti−1,j

2∆x

Schémata pro levou a pravou diferenci jsou schémata prvńıho řádu, zat́ımco

schéma pro centrálńı diferenci je schématem druhého řádu. Na prvńı pohled

se tedy může zdát výhodné použ́ıt schéma pro centrálńı diferenci. Nyńı ale

uvid́ıme, že řád schématu nemuśı být jediným kritériem při volbě nejvhod-

něǰśıho diferenčńıho schématu.

Které z výše uvedených schémat tedy použ́ıt?

• při použit́ı D−x
ij se hodnota diference v bodě (i, j) určuje z hodnot T

v bodech (i, j) a (i− 1, j), tj. informace se š́ı̌ŕı zleva doprava

• při použit́ı D+x
ij se hodnota diference v bodě (i, j) určuje z hodnot T

v bodech (i, j) a (i + 1, j), tj. informace se š́ı̌ŕı zprava doleva

• při použit́ı D0x
ij se hodnota diference v bodě (i, j) určuje z hodnot T

v bodech (i− 1, j) a (i + 1, j), tj. informace se š́ı̌ŕı z obou stran

Je vhodné, aby se směr š́ı̌reńı skutečné informace shodoval s matematickým

směrem š́ı̌reńı informace prostřednictv́ım diferenčńıch operátor̊u. Zkoumaná

rozṕınaj́ıćı se hranice se v r̊uzných bodech pohybuje r̊uznými směry. Bylo
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by ideálńı, kdyby pro jednotlivé body mohla být nezávisle volena optimálńı

diferenčńı schémata.

Představme si, že v daném bodě se hranice š́ı̌ŕı zleva doprava. Chtěli by-

chom tedy, aby byl použit diferenčńı operátor D−x. Jestliže se hranice š́ı̌ŕı

t́ımto směrem, pak napravo od daného bodu se nacházej́ı větš́ı hodnoty T

než nalevo a pro D−x i pro D+x (označme nyńı tyto dva operátory souhrnně

jako D±x) plat́ı D±x > 0. Naopak pokud se v daném bodě hranice š́ı̌ŕı zprava

doleva, pak bychom rádi použili operátor D+x a plat́ı D±x < 0.

Tyto požadavky splňuje následuj́ıćı schéma:

∂T

∂x
≈ [

max(D−x
ij T, 0) + min(D+x

ij T, 0)
]
. (3.7)

Všechny výše uvedené úvahy lze samozřejmě provést analogicky i pro dife-

rence podle y. Dostáváme tedy schéma

∂T

∂y
≈ [

max(D−y
ij T, 0) + min(D+y

ij T, 0)
]
. (3.8)

Pro velikost gradientu plat́ı

|∇T | =
[(

∂T

∂x

)2

+

(
∂T

∂y

)2
] 1

2

. (3.9)

3.1.3 Klasická metoda řešeńı

Pro okrajovou úlohu (3.5) je v [11] odvozeno toto numerické schéma prvńıho

řádu:
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[
max(D−x

ij T, 0)2 + min(D+x
ij T, 0)2+

+ max(D−y
ij T, 0)2 + min(D+y

ij T, 0)2

]1
2

=
1

Fij

, (3.10)

kde Fij = F (xi, yj).

Za předpokladu, že okolńı hodnoty T jsou dány, je to vlastně kvadratická

rovnice pro Tij. Je možné ji řešit iteračně podle následuj́ıćıho postupu:

for iter = 1 : n

for i, j = 1 : N

řešeńı kvadratické rovnice pro T iter+1
ij

z daných hodnot T iter
i−1,j, T iter

i+1,j, T iter
i,j−1, T iter

i,j+1

end

end,

kde N je počet bod̊u v každé dimenzi výpočetńı śıtě. Za optimistického

předpokladu, že řádově po N iteraćıch obdrž́ıme dostatečně přesné řešeńı

(podle [11] však počet iteraćı může ve skutečnosti být i mnohem větš́ı), je

výpočetńı složitost tohoho postupu O(N3).

3.1.4 Metoda Fast Marching

Naš́ım ćılem je vytvořit algoritmus pro řešeńı eikonalové diferenciálńı rovnice

|∇T |F = 1. (3.11)

Připomeňme, že výpočet funkce T stále řeš́ıme na rovinné čtvercové śıti bod̊u.

Jako vhodné schéma pro numerické řešeńı rovnice (3.11) se podle [11] jev́ı
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[
max(D−x

ij T,−D+x
ij T, 0)2+

+ max(D−y
ij T,−D+y

ij T, 0)2

]1
2

=
1

Fij

. (3.12)

Klasická metoda pro řešeńı okrajové úlohy vyžaduje iterace. V této části

bude popsána metoda Fast Marching, která umožňuje řešit okrajovou úlohu

(3.5) bez nutnosti iteračńıho výpočtu. K tomu je využito optimálńıho řazeńı

bod̊u śıtě.

Princip metody

Jaká je tedy hlavńı idea v pozad́ı metody Fast Marching? Řešeńı T je v daném

bodě vhodné konstruovat t́ım směrem, kterým se v tomto bodě š́ı̌ŕı pohybuj́ıćı

se hranice. Ze struktury schématu (3.12) plyne, že informace se může š́ı̌rit

”
jednosměrně“, což v tomto př́ıpadě znamená od menš́ıch hodnot T k větš́ım

hodnotám.

Popis metody

Metoda Fast Marching systematicky buduje řešeńı od okrajové podmı́nky –

nejmenš́ıch hodnot T – směrem ven. Okolo stávaj́ıćı hranice je dynamicky

vytvářen jakýsi úzký pás dočasných bod̊u uvažovaných při výpočtu daľśıho

stádia hranice, v každém kroku metody je hodnota T jednoho dočasného

bodu označena jako známá a bod je z pásu vyřazen a naopak jiné body jsou

do úzkého pásu přidány. Otázkou z̊ustává, který dočasný bod má být vybrán

jako známý.

Je potřeba si uvědomit, že funkce T pro každý bod výpočetńı śıtě udává

minimálńı čas cesty do výchoźıho bodu, a proto hodnota T žádného bodu

nemůže být ovlivněna body s větš́ımi hodnotami T . Jako př́ıklad uvažujme
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dva r̊uzné body X a Y , pro které plat́ı T (X) < T (Y ), a dále předpokládejme,

že minimálńı čas cesty z bodu Y do bodu X je τ > 0. Minimálńı čas cesty

z výchoźıho bodu do bodu X přes bod Y je pak roven T (Y ) + τ a plat́ı, že

T (Y ) + τ > T (Y ) > T (X). Čas cesty do bodu X přes bod Y tedy nemůže

být menš́ı než p̊uvodńı T (X), a proto bod Y neovlivńı hodnotu T (X).

Z úvah v předchoźım odstavci plyne, že bodem, který má být vybrán jako

známý, muśı být dočasný bod s minimálńı hodnotou T .

Do úzkého pásu dočasných bod̊u potom budou přidány body soused́ıćı s právě

označeným známým bodem a podle schématu (3.12) jim budou vypoč́ıtány

hodnoty T . Pokud některý sousedńı bod již je označený jako dočasný, pak je

hodnota T v tomto bodě vypoč́ıtána znovu. Mohou nastat dvě možnosti:

• Nově vypoč́ıtaná hodnota T je menš́ı než p̊uvodńı hodnota pro tento

bod. Pak je p̊uvodńı hodnota T nahrazena nově vypoč́ıtanou hodnotou.

• Nově vypoč́ıtaná hodnota T je větš́ı než p̊uvodńı hodnota pro tento

bod. Pak p̊uvodńı hodnota T z̊ustává.

Výpočet hodnot T tedy prob́ıhá analogicky se š́ı̌reńım pohybuj́ıćı se hra-

nice – hodnota T v jednom bodě je vždy označena jako známá a dojde

k přepoč́ıtáńı hodnot T v sousedńıch bodech. Nikdy neńı nutné se vracet

a znovu přepoč́ıtávat hodnoty T v bodech označených jako známé – tyto

hodnoty po celý zbytek výpočtu z̊ustávaj́ı neměnné. Výpočet funkce T tedy

prob́ıhá bez iteraćı.

Stručný algoritmus

1. Body na počátečńı pozici hranice se označ́ı jako známé a hodnota T se

pro tyto body nastav́ı na nulu.
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(a)

(c)

(e)

(g)

(b)

(d)

(f)

(h)

Obrázek 3.3: Schéma metody Fast Marching.

Černě označeny známé, šedě dočasné a b́ıle vzdálené body.
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2. Body, které př́ımo soused́ı se známými body, se označ́ı jako dočasné.

3. Všechny ostatńı body se označ́ı jako vzdálené.

4. Následuje cyklus:

(i) Necht’ A je dočasný bod o minimálńı hodnotě T .

(ii) Bod A je přidán do známých a odebrán z dočasných.

(iii) Všechny body, které soused́ı s A a nejsou známé, se označ́ı jako

dočasné. Pokud byl bod vzdálený, odebere se z této množiny bod̊u.

(iv) Všem dočasným bod̊um př́ımo soused́ıćım s A je podle rovnice

(3.12) přepoč́ıtána hodnota T .

Optimálńı řazeńı bod̊u

K tomu, aby tento algoritmus byl efektivńı, je nutné navrhnout rychlý zp̊usob

nalezeńı dočasného bodu s minimálńı hodnotou T . Jako nejvhodněǰśı př́ıstup

se podle [11] ukázala aplikace heap sortu. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá datová

struktura min-halda, ve které se pro každý dočasný bod uchovává hodnota

T v tomto bodě spolu s údaji o umı́stěńı bodu ve čtvercové śıti.

Tato min-halda je úplný binárńı strom1, který splňuje vlastnost, že hodnota

T v libovolném uzlu je menš́ı nebo rovna hodnotám T v potomćıch tohoto

uzlu. V praxi je ovšem efektivněǰśı reprezentovat haldu sekvenčně jako pole –

plat́ı, že pokud je rodič uchováván na pozici k, pak jeho potomky lze nalézt

na pozićıch 2k a 2k+1. Naopak k prvku na pozici k lze nalézt rodiče na pozici

k/2. Z definice min-haldy plyne, že dočasný bod s minimálńı hodnotou T je

uchováván v kořeni stromu, v př́ıpadě reprezentace polem tedy na pozici

k = 1.

1U čtenáře předpokládám znalost základńıch pojmů z teorie graf̊u – viz např́ıklad [1].
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T = 0,6

T = 1,3

T = 2,0

T = 2,0

T = 3,0 T = 2,3 T = 2,9

Obrázek 3.4: Př́ıklad min-haldy.

Algoritmus metody Fast Marching s využit́ım heap sortu pracuje následuj́ı-

ćım zp̊usobem. Nejprve se v min-haldě hledá dočasný bod s minimálńı hodno-

tou T . Tato operace FindSmallest zahrnuje smazáńı kořene haldy a úpravu

haldy pomoćı operace DownHeap tak, aby uspořádáńı zbylých prvk̊u opět

splňovalo vlastnost haldy. Dále se pokračuje přidáváńım nových dočasných

bod̊u do haldy za použit́ı operace Insert – tato operace zvětš́ı velikost haldy

o jedna a pomoćı operace UpHeap dojde ke kontrole a př́ıpadné úpravě haldy

tak, aby uspořádáńı zbylých prvk̊u opět splňovalo vlastnost haldy. Operaci

Upheap je nutné také provést vždy, když měńıme hodnotu T bodu, který už

prvkem haldy je.

Podrobnosti týkaj́ıćı se implementace haldy a operaćı, které jsou použ́ıvány

při práci s haldou, lze nalézt např́ıklad v [12].

Výpočetńı složitost

Operace DownHeap a UpHeap v nejhorš́ım př́ıpadě přenášej́ı prvek od kořene

haldy až k jej́ım list̊um nebo naopak. Toto trvá O(log2 M) času za předpokla-

du, že v haldě je M prvk̊u. Halda jako úplný binárńı strom totiž z̊ustává vždy

vyvážená. Operace hledáńı sousedńıch prvk̊u kořene haldy má – při uchová-

váńı údaj̊u o umı́stěńı bodu ve čtvercové śıti – časovou složitost O(1). Jelikož

změna hodnoty jednoho prvku a následné přeuspořádáńı haldy má náročnost

O(log2 M), na śıti o M bodech je pak celkový počet operaćı O(M log2 M).
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Představme si dvojrozměrnou śıt’ o N × N bodech. Metoda Fast Marching

tedy snižuje celkový počet operaćı na O(N2 log2 N).

Schémata vyšš́ıch řád̊u

Metoda Fast Marching, tak jak ji použ́ıvám ve své práci, je metodou prvńıho

řádu, nebot’ pro aproximaci gradientu použ́ıvá pouze jednoduché diferenčńı

schéma prvńıho řádu. Samozřejmě je možné odvodit a aplikovat i schémata

vyšš́ıch řád̊u a t́ım zvyšovat přesnost výpočtu funkce T . Na druhou stranu

se mohou během výpočtu vyskytnout problematická mı́sta, kde neńı dobré

použ́ıvat schémata vyšš́ıch řád̊u. Např́ıklad v [11] je v souladu s touto zásadou

odvozeno schéma druhého řádu, které se v př́ıpadě potřeby automaticky

přeṕıná na schéma prvńıho řádu. Problematikou schémat vyšš́ıch řád̊u jsem

se ale zat́ım nezabývala.

3.1.5 Fast Marching na TIN

Zbývá posledńı krok – upravit algoritmus metody Fast Marching tak, aby

bylo možné metodu použ́ıvat nejen na rovinné čtvercové śıti, ale i na TIN.

Základńı princip rozš́ı̌rené metody vysvětĺıme na speciálńı jednoduché troj-

úhelńıkové śıti a následně myšlenku aplikujeme na výpočet funkce T na obec-

né TIN.

Schéma pro jednoduchou trojúhelńıkovou śıt’

Uvažujme jednoduchou trojúhelńıkou śıt’ vzniklou z rovinné čtvercové śıtě

jako na obrázku 3.5.

Zaměřme se na trojúhelńık tvořený body X, A a C s hodnotami TX , TA a TC

a předpokládejme, že hodnoty TA a TC jsou známé a že hodnotu TX chceme
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Obrázek 3.5: Jednoduchá trojúhelńıková śıt’.

určit. Představme si, že hodnoty T v těchto třech bodech definuj́ı jakousi

rovinu, kartézský souřadnicový systém má počátek v bodě X a mezi body

p̊uvodńı čtvercové výpočetńı śıtě je krok h, tedy h = |AX| = |CX|. Rovnice

roviny vyjádřené jako funkce dvou proměnných pak je

(
TX − TA

h

)
x +

(
TX − TC

h

)
y + TX = T (x, y). (3.13)

Gradient této funkce je

∇T =

(
TX − TA

h
,
TX − TC

h

)
. (3.14)

Řeš́ıme eikonalovou diferenciálńı rovnici |∇T |F = 1, muśı tedy platit

(
TX − TA

h

)2

+

(
TX − TC

h

)2

=
1

F 2
. (3.15)

Lze ř́ıci, že hledanou hodnotou TX ≥ TA, TC zdviháme rovinu tak, aby ve-

likost gradientu byla rovna 1/F . Výsledná kvadratická rovnice pro výpočet

hodnoty TX je nakonec stejná jako při výpočtu funkce T na rovinné čtvercové
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śıti. Všimněme si také, že v tomto př́ıpadě vektor záporně vzatého gradientu

směřuje z bodu X do trojúhelńıku, ze kterého se poč́ıtá hodnota TX . Podle

[11] je tato podmı́nka d̊uležitá pro zajǐstěńı monotónnosti funkce T . V př́ıpadě

obecné TIN ovšem jej́ı splněńı neńı automaticky zajǐstěno a podmı́nku je

nutno ověřovat.

Schéma pro ostroúhlou TIN

Ostroúhlou TIN rozumějme TIN, jej́ıž trojúhelńıky nejsou tupoúhlé. Uvažuj-

me trojúhelńıkovou śıt’ jako na obrázku 3.6.

X

Obrázek 3.6: Skupina trojúhelńık̊u okolo společného centrálńıho bodu X.

V obecněǰśım př́ıpadě ostroúhlé TIN může velké množstv́ı trojúhelńık̊u sd́ılet

centrálńı bod (viz bod X na obrázku 3.6). Pomoćı následuj́ıćıho postupu,

inspirovaného jednoduchou trojúhelńıkovou śıt́ı z předchoźı části, se pokouš́ı-

me vypoč́ıtat vhodnou hodnotu T pro centrálńı bod z každého trojúhelńıku,

který má vrchol v tomto centrálńım bodě. Může ovšem doj́ıt k situaci, že

z r̊uzných trojúhelńık̊u obdrž́ıme v́ıce r̊uzných př́ıpustných hodnot T a muśı-

me tedy jednu z nich vybrat – v tomto př́ıpadě voĺıme minimum z možných

hodnot T .

Uvažujme netupoúhlý trojúhelńık ABC (viz obrázek 3.7), ve kterém chceme

určit T (C). Předpokládejme, že T (B) > T (A) a u = T (B)−T (A). Pro T (C)
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plat́ı T (C) = T (A) + t.

A

B

C

u

t

A

B

C

hh

D

D

E

a

b

H

è

Ö

G
G

I

Obrázek 3.7: Odvozeńı vztahu pro výpočet funkce T na trojúhelńıku.

Obrázek vlevo – rovinný pohled na trojúhelńık ABC, označeńı některých

bod̊u, úseček a úhl̊u.

Obrázek vpravo – prostorový pohled na trojúhelńık ABC, označeńı daľśıch

bod̊u a úseček. Plat́ı t = |CE| = T (C)− T (A) a u = |BI| = T (B)− T (A).

Body A, E a I definuj́ı myšlenou rovinu funkce T
”
nad“ trojúhelńıkem ABC.

Pro myšlenou rovinu funkce T
”
nad“ trojúhelńıkem ABC plat́ı

|∇T | = t− u

h
, (3.16)

kde h je výška v trojúhelńıku BCD. Hledáme tedy t = |EC|, které splňuje

eikonalovou rovnici

t− u

h
=

1

F
. (3.17)
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Označme a = |BC| a b = |AC|. Z podobnosti trojúhelńık̊u AEC a AHD

plyne

t

b
=
|DH|
|AD| , (3.18)

takže

|CD| = b− |AD| = b− bu

t
=

b(t− u)

t
. (3.19)

Z kosinové věty plyne

|BD|2 = a2 + |CD|2 − 2a|CD| cos θ (3.20)

a ze sinové věty

sin φ =
|CD|
|BD| sin θ. (3.21)

Potom z pravoúhlého trojúhelńıka CBG dostáváme

h = a sin φ = a
|CD|
|BD| sin θ =

a|CD| sin θ√
a2 + |CD|2 − 2a|CD| cos θ

. (3.22)

Po dosazeńı za h z rovnice (3.17) a za |CD| z rovnice (3.19) a jednoduchých

úpravách máme kvadratickou rovnici pro t:
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F 2 (a2 + b2 − 2ab cos θ) t2+

+2buF 2 (a cos θ − b) t+

+b2 (u2F 2 − a2 sin θ)


 = 0. (3.23)

Řešeńı t muśı splňovat nerovnost t > u a dále požadujeme, aby záporně

vzatý vektor gradientu směřoval dovnitř trojúhelńıku, což zajist́ıme pomoćı

této nerovnice:

a cos θ <
b(t− u)

t
<

a

cos θ
. (3.24)

Dostáváme tedy následuj́ıćı zp̊usob výpočtu:

Pokud u < t a zároveň a cos θ <
b(t− u)

t
<

a

cos θ
,

pak T (C) = min {T (C), T (A) + t};

jinak T (C) = min

{
T (C), T (A) +

b

F
, T (B) +

a

F

}
.

Tento předpis pro výpočet nových hodnot funkce T ve vrcholech TIN je

určitou analogíı schématu (3.12), které jsme použ́ıvali pro výpočet nových

hodnot funkce T v bodech rovinné čtvercové výpočetńı śıtě.

Spoj́ıme-li tedy dohromady princip metody Fast Marching (dynamické roz-

děleńı bod̊u na známé, dočasné a vzdálené, heap sort atd. – viz podrobný

popis metody v předchoźı části) s nově odvozeným zp̊usobem výpočtu hodnot

funkce T , dostáváme metodu Fast Marching pro výpočet funkce T na ostro-

úhlé TIN.
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Rozš́ı̌reńı pro obecnou TIN

V [11] je velmi stručně naznačeno, jak rozš́ı̌rit metodu Fast Marching tak,

aby bylo možné ji použ́ıt i pro obecně tupoúhlou TIN. Nejjednodušš́ı zp̊usob

je přetvořit tupoúhlou TIN na ostroúhlou a t́ımto převést problém na již

vyřešený př́ıpad ostroúhlé TIN. Jinou možnost́ı je pomoćı rozvinováńı sou-

sedńıch trojúhelńık̊u do jedné roviny přidávat jakési virtuálńı hrany, které

tupé úhly v trojúhelńıćıch rozděĺı na dva ostré. Problematikou tupoúhlé TIN

jsem se ale zat́ım nezabývala.

3.2 Vlastńı výpočet nejkratš́ı cesty

V úvodu této kapitoly bylo uvedeno, že výpočet nejkratš́ı cesty vlastně zna-

mená
”
návrat“ z ćılového do výchoźıho bodu podél záporně vzatého gradi-

entu časové funkce T – gradient udává směr největš́ı změny funkce T a tedy

i lokálńı směr nejkratš́ı cesty.

Laicky řečeno – lze si představit, že bod na pohybuj́ıćı se hranici, který dosáhl

ćılového bodu, se celou dobu pohyboval ve směru gradientu funkce T , protože

t́ımto směrem se pohybovala celá hranice. Zároveň plat́ı, že trajektorie tohoto

bodu byla nejkratš́ı váženou cestou, protože čas cesty po této trajektorii byl

minimálńı. Proto se nyńı chceme vracet po stejné trajektorii, ale v opačném

směru.

Matematicky řečeno – řeš́ıme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic

dX(s)

ds
= −∇T, (3.25)

kde X(s) popisuje nejkratš́ı cestu z ćılového do výchoźıho bodu.
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Pro řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic (3.25) na TIN jsem navrhla postup

popsaný v následuj́ıćım textu. Nejprve jsem se zabývala problémem aproxi-

mace gradientu funkce T a poté jsem řešila otázku výpočtu jednotlivých bod̊u

hledané nejkratš́ı cesty. Při aproximaci gradientu jsem funkci T uvažovala

jako funkci pouze dvou proměnných – T = T (x, y) – a zanedbávala jsem

třet́ı rozměr TIN. Ráda bych v budoucnu odvodila metodu, která by aproxi-

movala gradient funkce T př́ımo vzhledem k TIN.

3.2.1 Aproximace gradientu funkce T

K řešeńı diferenciálńı rovnice použijeme schéma druhého řádu s př́ıpadným

přeṕınáńım na schéma prvńıho řádu.

Schéma prvńıho řádu

Funkci T pro jednotlivé trojúhelńıky nahrazujeme rovinou o rovnici

Ax + By + C = T, (3.26)

kde koeficienty A, B a C urč́ıme ze souřadnic vrchol̊u daného trojúhelńıka

(viz obrázek 3.8) a z hodnot funkce T v těchto vrcholech jako řešeńı soustavy

rovnic

Ax1 + By1 + C = T1

Ax2 + By2 + C = T2

Ax3 + By3 + C = T3

(3.27)

Pro gradient pak plat́ı
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∇T ≈ (A,B) (3.28)

V
1

V
2

V
3

Obrázek 3.8: Trojúhelńık pro výpočet ∇T .

Schéma druhého řádu

Nyńı funkci T pro jednotlivé trojúhelńıky nahrazujeme plochou druhého

stupně o rovnici

Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F = T, (3.29)

kde koeficienty A, B, C, D, E a F urč́ıme ze souřadnic vrchol̊u daného

trojúhelńıka a tř́ı okolńıch trojúhelńık̊u (viz obrázek 3.9) a z hodnot funkce

T v těchto vrcholech jako řešeńı soustavy rovnic

Ax2
i + By2

i + Cxiyi + Dxi + Eyi + F = Ti i = 1, . . . , 6 (3.30)

Pro gradient pak plat́ı

∇T ≈ (2Ax + Cy + D, 2By + Cx + E) (3.31)
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Obrázek 3.9: Čtveřice trojúhelńık̊u pro výpočet ∇T .

Nesmı́ ovšem doj́ıt k situaci jako na obrázku 3.10. Plocha by byla určena jen

pěti body a soustava rovnic by měla nekonečně mnoho řešeńı. V této situaci

je nutné vyvolat výpočet prostřednictv́ım schématu prvńıho řádu.

V
1

V
2

V
3

V
5

V
4

Obrázek 3.10: Situace, kdy neńı možné použ́ıt schéma druhého řádu.

3.2.2 Výpočet jednotlivých bod̊u nejkratš́ı cesty

Nejkratš́ı cestu do výchoźıho bodu pak źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Zvoĺıme trojúhelńık v TIN. Jeho těžǐstě bude bodem G1 – prvńım

bodem nejkratš́ı cesty. Pro tento trojúhelńık vypočteme aproximaci

gradientu funkce T . Bod G1 a záporně vzatý vektor gradientu určuj́ı

př́ımku, urč́ıme tedy pr̊useč́ık této př́ımky s některou ze stran výchoźıho
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trojúhelńıka. Nalezený pr̊useč́ık je bodem G2 – druhým bodem nejkratš́ı

cesty.

G
1

G
2

–∇T

Obrázek 3.11: Počátek výpočtu jednotlivých bod̊u nejkratš́ı cesty.

2. Máme určený bod Gi – i-tý bod nejkratš́ı cesty a hledáme bod Gi+1.

Bod Gi lež́ı na hraně, která je společná dvěma trojúhelńık̊um – přes

jeden trojúhelńık jsme již nejkratš́ı cestou přešli a nyńı chceme přej́ıt

přes druhý. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě urč́ıme aproximaci

gradientu funkce T pro trojúhelńık, přes který chceme nyńı přej́ıt, a

pomoćı bodu Gi a záporně vzatého vektoru gradientu vyjádř́ıme př́ımku

a vypočteme jej́ı pr̊useč́ık s některou ze zbylých dvou hran trojúhelńıka.

Nalezený pr̊useč́ık je bodem Gi+1 – daľśım bodem nejkratš́ı cesty.

G
i

–∇T

G
i+1

G
i 1–

G
i 2–

Obrázek 3.12: Pr̊uběh výpočtu jednotlivých bod̊u nejkratš́ı cesty.

3. Jsme-li již dostatečně bĺızko bodu, do kterého máme za úkol se dostat,

pak tento bod přidáme jako posledńı bod do hledané nejkratš́ı cesty a

ukonč́ıme výpočet.
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Kapitola 4

Implementace a výsledky

Vlastńı implementace algoritmů popsaných v předchoźım textu byla prove-

dena v programu MATLAB. Pro práci s výsledky a pro jejich vizualizaci

tedy bylo možné využ́ıt vestavěné funkce programu MATLAB, jako např́ıklad

funkce pro měřeńı času tic – toc a vizualizačńı funkce imagesc pro znázor-

něńı čtvercové výpočetńı śıtě a trisurf pro znázorněńı trojúhelńıkové śıtě.

Vytvořené programy jsou k dispozici na přiloženém CD.

4.1 Výpočet funkce T na čtvercové śıti

Výpočet funkce T prob́ıhal na čtvercové śıti 101 × 101 bod̊u. Krok mezi

body výpočetńı śıtě byl zvolen jako ∆x = ∆y = 0,1. Jako počátečńı bod byl

uvažován bod uprostřed śıtě – jeho souřadnice v śıti jsou i = j = 51.

Numerické řešeńı rovnice |∇T |F = 1 bylo prováděno nejprve pomoćı klasické

iteračńı metody a poté pomoćı metody Fast Marching – vždy jednou bez

váhové funkce F (respektive s triviálńı verźı váhové funkce, kdy v každém

bodě plat́ı F = 1) a jednou s netriviálńı váhovou funkćı F (jako váhová

funkce byla využita mı́rně modifikovaná funkce peaks programu MATLAB).
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Pokud plat́ı F = 1, pak by hodnota funkce T pro jednotlivé body měla

být rovna jejich vzdálenosti od výchoźıho bodu. Vizualizace přesného řešeńı

rovnice |∇T | = 1 na výše popsané výpočetńı śıti je na obrázku 4.1.
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Obrázek 4.1: Přesné řešeńı rovnice |∇T | = 1.

Netriviálńı váhová funkce F použitá při některých výpočtech časové funkce

T je znázorněna na obrázku 4.2. Připomeňme, že pro funkci F má platit

F > 0.
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Obrázek 4.2: Váhová funkce F .
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Výpočet byl sice prováděn zvlášt’ iteračńı metodou a zvlášt’ metodou Fast

Marching, v následuj́ıćıch dvou částech ale budou ukázány pouze výsledky

źıskané pomoćı metody Fast Marching. Důvody, které k tomu vedly, jsou

vysvětleny v podkapitole 4.1.3.

4.1.1 Výpočet bez váhové funkce F

Při numerickém výpočtu časové funkce T na rovinné čtvercové śıti podle

schématu (3.12) bez váhové funkce F jsme dostali výsledek, který je znázor-

něný na obrázku 4.3.
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Obrázek 4.3: Výsledek numerického výpočtu funkce T na čtvercové śıti.

Odchylky tohoto řešeńı od analyticky vypoč́ıtaného řešeńı (viz obrázek 4.1)

zp̊usobené diskretizaćı úlohy jsou znázorněny na obrázku 4.4. Odchylky v jed-

notlivých bodech se lǐśı v závislosti na poloze bodu ve výpočetńı śıti. Použit́ım

schématu vyšš́ıho řádu by pravděpodobně došlo ke zmenšeńı těchto odchylek

a ke zpřesněńı výpočtu funkce T .
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Obrázek 4.4: Odchylky zp̊usobené diskretizaćı úlohy.

4.1.2 Výpočet s váhovou funkćı F

Při tomto výpočtu byla uvažována váhová funkce podle obrázku 4.2. Výsle-

dek je vizualizovaný na obrázku 4.5. Při výpočtu s uvažováńım netriviálńı

váhové funkce bohužel neznáme dopředu správný výsledek a neńı tedy možné

naše řešeńı s nič́ım porovnat.
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Obrázek 4.5: Výpočet časové funkce T s uvažováńım váhové funkce F .
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4.1.3 Srovnáńı metod použitých pro výpočet funkce T

Výsledky źıskané iteračńı metodou a výsledky źıskané metodou Fast Mar-

ching byly (až na časovou náročnost) naprosto totožné, ale jen v určité oblasti

výpočetńı śıtě. Rozd́ıly výsledk̊u źıskaných těmito dvěma metodami vid́ıme

na obrázćıch 4.6 (výpočet bez váhové funkce F ) a 4.7 (výpočet s váhovou

funkćı F ).
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Obrázek 4.6: Rozd́ıly výsledk̊u iteračńı metody a metody Fast Marching (1).

Iteračńı metoda totiž zač́ıná selhávat v okamžiku, kdy se výpočet funkce T

dostane př́ılǐs bĺızko k hranici výpočetńı śıtě. V př́ıpadě výpočtu bez váhové

funkce F to je při 84. iteraci a v př́ıpadě výpočtu s váhovou funkćı F podle

obrázku 4.2 to je při 75. iteraci. Ukonč́ıme-li tedy výpočet po 83., respektive

74. iteraci, z̊ustanou některé oblasti výpočetńı śıtě nedopoč́ıtané (viz obrázky

4.8 a 4.9 – oproti obrázk̊um 4.3 a 4.5 maj́ı bohužel mı́rně posunutou barevnou

stupnici).

Tento problém by samozřejmě bylo možné řešit např́ıklad zvětšeńım rozměru

výpočetńı śıtě – nedopoč́ıtané oblasti by potom z̊ustaly vně p̊uvodńı śıtě

101× 101 bod̊u. To by ale vedlo k daľśımu zpomaleńı výpočtu, který už nyńı
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Obrázek 4.7: Rozd́ıly výsledk̊u iteračńı metody a metody Fast Marching (2).
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Obrázek 4.8: Iteračńı metoda bez váhové funkce F po 83 iteraćıch.
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Obrázek 4.9: Iteračńı metoda s váhovou funkćı F po 74 iteraćıch.

je oproti metodě Fast Marching výrazně pomaleǰśı.

Výpočet funkce T na śıti 101 × 101 bod̊u metodou Fast Marching trvá

přibližně 5,7 sekundy, zat́ımco výpočet iteračńı metodou trvá zhruba 81

sekund při 83 iteraćıch (bez váhové funkce F ) a 71 sekund při 74 iteraćıch

(s váhovou funkćı F )1. Iteračńı metoda na śıti pouhých 101 × 101 bod̊u je

tedy mnohem pomaleǰśı než metoda Fast Marching.

Připomeňme, že teoreticky odvozená výpočetńı složitost na śıti N ×N bod̊u

je O(N2 log2 N) pro metodu Fast Marching a O(N3) pro iteračńı metodu.

Funkce N/ log2 N tedy řádově udává, kolikrát pomaleǰśı je výpočet iteračńı

metodou oproti výpočtu metodou Fast Marching v závislosti na rozměru

výpočetńı śıtě. Z grafu této funkce (viz obrázek 4.10) je vidět, že se zvětšu-

j́ıćım se N náročnost výpočtu iteračńı metodou roste mnohem rychleji než

náročnost výpočtu pomoćı metody Fast Marching.

1Čas výpočtu změřený pomoćı funkćı tic – toc je sice pouze orientačńı informace

(čas výpočtu nezáviśı pouze na výpočetńı složitosti metody, ale např́ıklad i na kvalitě

programového řešeńı), nicméně pro naše účely postačuje.
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Obrázek 4.10: Graf funkce N/ log2 N .

Z výše uvedeného tedy vyplývá, že vzhledem k výpočetńı náročnosti iteračńı

metody oproti metodě Fast Marching a také s přihlédnut́ım k problémům

s výpočtem hodnot funkce T na okraj́ıch výpočetńı śıtě při použit́ı iteračńı

metody neńı př́ılǐs př́ınosné se iteračńı metodou dále zabývat. Při výpočtu

funkce T na TIN se tedy budeme soustředit pouze na metodu Fast Marching.

4.2 Výpočet funkce T na TIN

Časová funkce T na TIN byla stejně jako v předchoźım př́ıpadě rovinné

pravoúhlé výpočetńı śıtě určována jako řešeńı eikonalové rovnice |∇T |F = 1.

Numerický výpočet funkce T prob́ıhal pomoćı metody Fast Marching, mı́rně

modifikované pro TIN. Podrobný popis této metody lze nalézt v podkapi-

tolách 3.1.4 a 3.1.5.

Pro testovaćı účely byla použita jednoduchá rovinná TIN složená z rovno-

stranných trojúhelńık̊u – viz obrázek 4.11.
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Obrázek 4.11: Jednoduchá rovinná TIN.

4.2.1 Výpočet bez váhové funkce F

Budeme-li jako výchoźı bod uvažovat vrchol uprostřed této TIN a budeme-li

předpokládat, že váhová funkce F = 1, pak by hodnota časové funkce T

v každém vrcholu TIN měla být rovna vzdálenosti tohoto vrcholu od výcho-

źıho bodu. Vizualizace přesného řešeńı je na obrázku 4.12. Vizualizace řešeńı

eikonalové rovnice metodou Fast Marching bez uvažováńı váhové funkce F

je na obrázku 4.13. Odchylky těchto dvou řešeńı jsou znázorněny na obrázku

4.14. Je vidět, že odchylky jsou opět závislé na poloze bod̊u v TIN.

4.2.2 Výpočet s váhovou funkćı F

Můžeme vyzkoušet i výpočet s uvažováńım váhové funkce F . Pro vytvořeńı

váhové funkce opět použijeme funkci peaks programu MATLAB. Funkce F

je znázorněná na obrázku 4.15. Výsledná funkce T je na obrázku 4.16.
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Obrázek 4.12: Přesné řešeńı rovnice |∇T | = 1 na jednoduché TIN.
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Obrázek 4.13: Výsledek numerického výpočtu funkce T na TIN.
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Obrázek 4.14: Odchylky mezi přesným řešeńım a metodou Fast Marching.
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Obrázek 4.15: Váhová funkce F na TIN.
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Obrázek 4.16: Výpočet časové funkce T na TIN s úvahou váhové funkce F .

4.2.3 Daľśı ukázky

Nemuśıme se samozřejmě omezovat jen na rovinnou TIN, algoritmus pro vý-

počet časové funkce T je určen pro prostorovou TIN.

Ukázka výpočtu funkce T na prostorové TIN je na obrázku 4.17. Při vytvářeńı

této TIN byla opět využita funkce peaks programu MATLAB.

Daľśı ukázku – výpočet funkce T na triangulované kulové ploše – je možné

si prohlédnout na obrázku 4.18.
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Obrázek 4.17: Výpočet časové funkce T na prostorové TIN.
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Obrázek 4.18: Výpočet časové funkce T na triangulované kulové ploše.
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4.3 Výpočet nejkratš́ı cesty na TIN

Chyb́ı už jen posledńı krok – pomoćı vypočtené funkce T zač́ıt konstruo-

vat nejkratš́ı cesty na TIN podle algoritmu popsaného v podkapitole 3.2.

Výsledky jsou vizualizovány na následuj́ıćıch obrázćıch.

Obrázek 4.19: Nejkratš́ı cesty na rovinné TIN.
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Obrázek 4.20: Nejkratš́ı vážené cesty na rovinné TIN.

Obrázek 4.21: Nejkratš́ı cesty na prostorové TIN.
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Obrázek 4.22: Nejkratš́ı cesty na triangulované kulové ploše.
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Kapitola 5

Závěr

5.1 Shrnut́ı a zhodnoceńı

Ćılem moj́ı práce bylo navrhnout a implementovat numerické metody pro hle-

dáńı nejkratš́ıch cest na TIN. Řešeńı prob́ıhalo ve dvou kroćıch. Nejprve jsem

řešeńım eikonalové parciálńı diferenciálńı rovnice

|∇T |F = 1, (5.1)

kde F je daná váhová funkce, źıskala časovou funkci T , která pro každý vrchol

TIN udává minimálńı čas cesty do výchoźıho bodu, a následně jsem řešeńım

soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic

dX(s)

ds
= −∇T (5.2)

źıskala funkci X(s), která popisuje nejkratš́ı cestu mezi dvěma body na TIN.

Při výpočtu časové funkce T jsem postupovala od jednoduchého ke složitěǰśı-

mu. Nejdř́ıve jsem rovnici (5.1) numericky řešila na dvojrozměrné čtvercové
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výpočetńı śıti, a to dvěma r̊uznými zp̊usoby – klasickou iteračńı metodou a

metodou Fast Marching. Metoda Fast Marching se ukázala jako velice efek-

tivńı, a proto jsem při výpočtu funkce T na TIN použ́ıvala již pouze tuto

metodu.

Pro následné numerické řešeńı rovnice (5.2) na TIN jsem navrhla vlastńı

metodu, která je podrobně popsaná v podkapitole 3.2. Nejkratš́ı cesta mezi

dvěma body na TIN je v mém pojet́ı určena jako posloupnost diskrétńıch

bod̊u na hranách TIN.

Domńıvám se tedy, že ćıl práce se podařilo splnit.

Snad nejd̊uležitěǰśım zjǐstěńım plynoućım z mé práce je to, že při numerickém

řešeńı reálného problému je kĺıčové si vš́ımat vlastnost́ı tohoto problému a

snažit se jich maximálně využ́ıt při návrhu numerického řešeńı – řešeńı
”
šité

na mı́ru“ konkrétńımu problému totiž může být mnohem efektivněǰśı než jiné

univerzálńı řešeńı.

Jsem si vědoma toho, že problematika nejkratš́ıch cest je velice komplikovaná

a že já jsem ve své bakalářské práci zat́ım pronikla jen do nepatrné hloubky

tohoto problému. Svou bakalářskou práci tedy v této chv́ıli chápu předevš́ım

jako základ k budoućı diplomové práci.

5.2 Výhled do budoucna

V pr̊uběhu zpracováváńı bakalářské práce se objevilo několik podnět̊u, kte-

rými je možné se dále zabývat.

• Odvozeńı a implementace metod vyšš́ıch řád̊u pro výpočet časové funk-

ce T na rovinné čtvercové výpočetńı śıti i na TIN.
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• Vylepšeńı metody pro výpočet funkce T na TIN tak, aby bylo možné

ji použ́ıt i pro obecně tupoúhlou TIN.

• Použit́ı nových př́ıstup̊u k výpočtu funkce T , jako je např́ıklad metoda

Level Set popsaná v [11].

• Navržeńı nových metod pro numerické řešeńı rovnice (5.2) na TIN –

zejména se pokusit naj́ıt lepš́ı zp̊usob aproximace ∇T .

• Modifikace parametr̊u již implementovaných metod (např́ıklad krok̊u

∆x a ∆y pravoúhlé výpočetńı śıtě nebo velikosti trojúhelńık̊u v TIN)

a sledováńı vlivu těchto změn na výpočet.

• Optimalizace implementace jednotlivých metod.

• Testováńı a porovnáváńı dosavadńıch i nových metod a jejich hlubš́ı

analýza. Pro testováńı přesnosti jednotlivých metod je např́ıklad možné

použ́ıt Clairautovu větu nebo možnost analytického vyjádřeńı rovnice

geodetiky v rovině a na kouli atd.
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[6] LÁVIČKA, Miroslav. Geometrie 1. Pomocný učebńı text
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